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ОНТИ + ГЛАВНАЯ РЕДАКЦИЯ ОБЩЕТЕХНИЧЕСКОЙ ЛИТЕРАТУРЫ 
ЯДЕНИНГРАД 1985 МОСКВА 


ПРЕДИСЛОВИЕ. 


Выпуская настоящую книгу, авторы имели в виду, с одной стороны» 
восполнить недостаток па русском языке руководств и сбораиков задач 
по некоторым отделам геометрии, с другой стороны, путем выбора болес 
серьезных задач, способствовать повышению интереса к геометрии в 
более широких кругах советских математиков. 

Последнее представляется тем более необходимым, что геометрическим 
днсциплинам все еще уделяется недостаточное внимание в нашей высшей 
школе. Это объясняется тем, что классики русской математики мало 
нитересовались геометрией, что отразилось н на содержании универсн- 
тетского преполавання. Между тем значение геометрического метода 
не отрицается и теми математиками, которые сами работают в других 
областях. * 

Выпускаемая первая часть содержит следующие отделы: 1. Апа]у$ 
$#ц5. —П. Проективная геометрия. — 11]. Кннематическая геометрия. 

Отделам Ги ПН предпосылается особое введение. В большинстве слу- 
часв даются также вступительные замечания к отдельным главам. Это 
сделано в виду отсутствия на русском языке соответствующих учебииков. 
Многие необходимые предложения помещены в виде задач, в возможно 
систематическом порядке. 

В конце книги даны решения большииства задач. Без решений остав- 
лены частью более легкис задачи, частью те из более трудных залач, 
решение которых, можег быть осуществлено методами, примепенными в 
предыдущих задачах. 


Авторы. 
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ОТДЕЛ ПЕРВЫЙ— АМАГУ$/5 УТИ$ 


В. Д. Львовский 
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ВВЕДЕНИЕ. 


Предмет Апа!у5$ $$ составляет изучение инварнантных свойств 
пространств относительно гомеоморфизма. Гомеоморфными назы- 
ваются пространства, ссли между ними возможно устаповление одно-одно- 
значиого и взаимно непрерывного соответствия. Первой квигой, посвя- 
щенной Апа1у$!5 Низ, была работа Листиига „Предварительные исследо- 
вания по топологии“, издаиная в Геттянгене в 1848 г. (в 1932 г. перевод 
ее вышел в ГИ). В ней Листниг определял Апа|уз$$ зЙ$ как уче- 
ние о законах связи, расположении н посаедовательности точек, линий, 
позерхиостей, тел н их частей в пространстве, независимо от метриче- 
ских соображений, отвлекаясь от взанмных расстояний и размеров рас- 
сматриваемых объектов. Предметом Апа!узз зНиз или топологии (уместно 
сказать, что термин „топология“ был введен Листингом} с его точки 
зрения было изучение качественных свойств геометрических образов — 
кажшаюнзсве Веафенипе Чег подаеп Зейе 4ег Ссошеёйе. 

Эти нечеткие и расплывчатые концепции Листинга были впоследствии 
уточнены Клейном, опоеделившим топологию в общих терминах теорин 
групп и тем самым установившим ее место в ряду геометрических дис- 
циплин; предыст топологии по Клейну составляло изучение свойств про- 
странственных объектов, ичвариантных относительно гругпы всех непре- 
рывных преобразований пространства (Эрлангснская программа, 1872). 

Работы по отдельным вопросам тонологин появились гораздо раньше, 
так в 1736 г. Эялер дал решение задачи „о кенигсбергских мостах“ 1): 
спрашивалось, можно ли последовательно пройти все семь мостов через 
Прегель, проходя через каждый только по разу? В 1752 г. им была вы- 
ведена известная формула *) для многогравников, составляющая содер- 
жанне одной из основных теорем Апа!у5$ $Миз. Современный период 
топологии открывается работами Пуанкаре — „Апа!уз!5 $Низ“ (Тошт. 4е 
Ес. роуё.) и пятью дополнениямн, положившими основу алгебраической 
топологии; развитие толологии в других направленаях было дано рабо- 
тами Римава, Бетти, Мёбиуса, Дика, Тэта и пр. 

В 1907 г была закончена для неменкой математической энциклопе- 
дни статья Дена и Хээгода, подводивузая итоги тогдашнего состояпия 
топологии. По Дену н Хээгоду объекты Апа!уз$ 511$ аксиоматически 
строились из конечного числа элементарных объектов, называемых точками, 


1) Рекор. Сошжепе. 8, 1741, стр. 125. 
‚ 2) Рерор. №\ Соиитет. 4, 1152—5$3, стр. 109. 


8) Апа1у$15 $Низ 


отрезками, двумерными кусками и т. д.. Введение внутреннего 
преобразования, состоящего в разбиении элементарных объектов 
на части (отрезка АВ, введением точки С, на два отрезка АС и ВС, 
и т. д.), позволяет совершать переходы от одного геометрического 
объекта к другому. Топологический объект, согласно такой аксиоматики, 
вполне определяется заданием составляющих его элементарных объектов 
и законом их соединения, например комбинаторная схема, дающая закон 
соединения точек, отрезков и двумерных кусков вида 


{РРР З,Ри; $112, $28.59, И $13 <, $5(1) (83) (34) (41) „$. (1) (24) (&3) (31), 


представляет так называемую ленту Мёбиуса; здесь схема состоит из че- 
тырех точек Ри, Р/з, РЗ и Р/&, шести отрезков $", соединяющих точки 
Ри и Ри и по определению не имеющих других общих тсчек, и нако- 
нец двух двумерных кусков, ограниченных четырехсторонниками. По Дену 
и Хээгоду, комбинаторная топология в такой трактовке представляет 
отдел комбинаторики, имеющий геометрическую интерпретацию, и в этом 
отношении есть самый первоначальный отдел геометрии, в котором во- 
все ке используется понятие предельного перехода, где все конечно. 
Гомеоморфными по Дену бу- 


зуются внутренние, собственные свойства 


дут комплексы, которые внутренними пре- 

| ) образованиями или даже просто изменением 
обозначений можно привести к тождествен- 

(© У) ному виду. Гомеоморфизмом характери- 


геометрических объектов; свойства отно- 

Рис. 1. . сительные характеризуются изотопией. 
Рассмотрим например в трехмерном про- 

странстве (Е.) два узла, изображенные в проекции на рис. 1; оказывается, 


что никакими непрерывными деформациями трехмерного пространства 


нельзя один преобразовать в другой !), другими словами: узлы не 
изотопны в Р.. Изотопия в данном’ случае характеризует различ- 
ноз расположение рассматриваемых кривых в трехмерном пространстве. 
Наглядно выражаясь, можно высказаться следующим образом: ком- 
плексы в Е, изотопны, если они превращаются друг в друга непрерыв- 
ными деформациями изгиба, растяжения и сжатия без применения опе- 
рации „прохождения сквозь“. 

Деном введено также понятие гомотопии: две кривые гомотопны 
на поверхности, если непрерывными деформациями их на поверхности, 
причем они ее не покидают, достигается превращение одной в другую; 
аналогично строится гомотопия в пространстве — нетрудно убедиться на- 
пример, что два узла, изображенные на рис. 1, гомотопны в ЁЕ;. 

Для комбинаторной аксиоматики Дена и Хээгода характерно рассмот- 
рение элементарных объектов: точек, отрезков а т. д. как неопределимых 
вещей, о которых известно лишь то, что говорится о них в аксиомах. 
В этом отношении другая точка зрения проводится в Апа]у$1$ $Ци$, ос- 
новаином па теории множеств; в так называемой теоретико-множе- 


= 


1) Рецп, Маш. Апа, 75, 1914, стр. 402. 
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ственной топологии все геометрические объекты суть точечные 
множества и содержание топологии представляет по существу изучение 
свойств множеств и операций над ними, в частности над точечными 
множествами. Это направление в топологии прогрессировало весьма сильно 
в последнее время, обогнав по темпам развития комбинаторную тополо- 
гию, причем приходится констатнровать, что обе эти ветви Апа[уз15 $Низ 
в течение сравнительно долгого времеви существовали изолировално друг 
от друга. В математической энинклопедии вонросу о взаимоотношениях 
различиых направлений топологии посвящена спецнальная статья Тице--— 
Вьеториса (1929). 

За поеледние 15—20 лет работами главным образом американских 
ученых оформилось третье направление в топологни (Броуэр, Веблен, 
Алексаидер, Лефшец и др.); в комбинаторную топологию здесь вносятся 
элементарно-геометрические методы и элементы теоретнко-множественной 
топологии; это направленне иногда называют „те ойе пе“. 

В развитии тсоретико-множественной топологии большое участие 
принимала московская школа толологов во главе с покойным Урысоном 
и проф. П. С. Александровым. В настоящес время в работах московской 
школы наметилось новое течение, направленное к синтезированию и взан- 
мопроникновению всех ветвей топологии. Кругнейшим достиженнем на 
эгом пути явилось построение геометрической теории размерности Алек- 
сандрова — Понтрягина —. Хопфа. Следует думать, что плодотвориое раз- 
витне топологии несомненно будет связано с целесообразным ассимили- 
рованием и использованнем приемов и результатов всех направлений 
Анпа!у31$ $15. 

Отдел посвящается комбинаториой топологни, он распадается на 
слелующие главы: 

1) отрезочные комплексы, гле в частностн разбираются задачи на 
деревья, графы, задачи о красках и т. д.; 2) двумерные многообра- 
зня — глава, включающая задачи на ленты, гомотолные преобразования 
поверхностей, поверхности Римана, кривые на поверхностях, сечения 
поверхностей; главное внимание здесь, как и в дальнейшем, уделено 
миогообразиям; 3) трехмерные многообразия — здесь помещены задачи на 
нзотопию в пространстве, узлы, гомеоморфизыы, симметричиые, рима- 
новы пространства, диаграммы и 4) вопросы п-мерной топологии, куда 
включен материал и-мерной топологии в самом элементарном разрезс, 
имея в вилу лишь введение читателя в круг общих идей комбинаторной 
топологии. 

Основные понятия одно-, дву- и трехмерной комбинаторной топологии, 
комплексы, многообразня, границы, ориентация, гомеомор@изм, гомотопия 
и изотопия здесь иллюстрируются на матеркале, представляемом различ- 
ными примерами на основе чисто ннтунтивно-геомегрического подхода. 
В последней глазе всем нримененным понятиям дана система определений, 
следуя шеНю4е те. Приводимые литературные указания не претендуют 
па полноту. 

В составлевии матернала для задач призимали участие члевы Лении- 
традского топологического кружка, в частности А. А. Марков и Н. Н. Ху- 
деков, 
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9. бе; {ег+ & Тьге1Ёа11. 1ептЬасв ег Тороюзе. ТеиБпет, 1934. Единствен- 
ный пока учебник по комбинаторной топологии. Перевод этой книги подготавли- 
вается в Москве к изданию. \ 

10. Ребп. Тороозе. Разса!-Верецойит @ег Пбнегеп МафетайК ИП, Сесте- 
не, 2. Анй. 1920, Кар. 1Х. (Краткий элементарный очерк комбинаторной топологии). 

11. Чеботарев. Курс топологии. Казань, 1932 (литограф.). ы 

12 Чеботарьов. Курс топологй. Кив— Харюв, 1934. Представляет эле- 
ментарное введение в комбинаторную топологию, частично использован УеЫеп 1. с. 

15. Рожанская и Степанов. Очерк развития топологии в СССР за 
10 лет. Мат. сб., доп. том, 1928. 

14. Рожанская и Степанов. Топология. „Математика в СССР за 15 лет“, 
ГТТИ, 1932, стр. 191—225 (имеется библиографический указатель в 103 номера). 


ГЛАВА 1. 


ОТРЕЗОЧНЫЕ КОМПЛЕКСЫ. 


Будем предполагать известными свойства евклидова трехмерного про- 
странства (Ё;); объекты наших рассмотрений будем считать принадлежа- 
щими ему; использована нами будет собственно часть трехмерного про- 
странства, ее можно себе представить внутренностью тетраэдра (трех- 
мерным симплексом) или, если угодно, внутренностью сферы. Заниматься 
мы будем с самыми простыми геометрическими объектами и самыми про- 
стыми их геометрическими свойствами. 


Пусть в В; дано конечное число а, точек Р", Р®, Рз,...Р‘%; пусть 
они попарно соединены произвольной конечной системой а, отрезков 


5,', 5.%, 513,...5: 1; отрезки бу необязательно. следует представлять 
прямолинейными, они могут быть и криволинейными 1), но по определению 
принимаем, что они не имеют общих точек, кроме концов; две разные 
точки могут быть соединены более чем одним отрезком. Будем совокуп- 
ность точек {Р} и отрезков {5,} называть отрезочным комплек- 

‚3 Более точные не индуктивной приролы определения даны в начале гла- 
вы 1, 


=. 


> 
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сом, если любая пара точек, приналлежащих {Р}, может быть соеди- 
иена отрезочным путем, принадлежащим {5,}, т. е. последователь- 
ностью отрезков, тоже принадлежащих {5;} вида 


(Р'Р\) (РЫР®)...(РУРА) (ЕЛ, 0) 


тде Р} и Р — рассматриваемая пара точек. Отрезочный комплекс поэ- 
тому представляет связное множество. Отрезочный путь вида (1) есть 
также отрезочный комплекс; если в ием Р’= РУ, то такой комплекс назы- 
вается одномерной сферой— окружностью, замкнутой 
кривой. 

Пусть в Е, даны: 1) конечное число а, точек {Р}, 2) конечная со- 
вокупность а, отрезков {5,}, соеднияющих попарно точки совокупности 
{РЬ 3) конечная совокупность а, лвумерных кусков {5}, определяемых 
каждый одномерной сферой, составленной из отрезков совокупности {$ 
эти одиомерные сферы являются контурами или границами ку- 
сков; двумерные куски необязательно представлять плоскими, они могут 
быть и кривыми; по определению мы прниимаем, что двумерные куски 
не имеют общих точек, линий или других частей, кроме точек и отрез- 
ков, принадлежащих их общим границам; одномерная сфера может быть 
общей границей более чем для одного двумерного куска. Будем сого- 
купиость точек {ПР}, отрезков {$5,} и двумерных кусков ее пазываль 
двумеоным комплексом, если совокупности {Р} и {5,} образуют 
отрезочный комплекс; последнее условие обеспечивает связность комп- 
лекса. 

Частный случай двумерных комплексов состазляют замкиутые 
двумерные многообразия — замкнутые поверхности. 
Прнмерами их могут быть поверхности шара, тора и др. Более полробио 
о них сказано в главе И. Здесь мы займемся главчым образом разли‹- 
ными понятнями, характеризующими как собствсиные свойства комплекса, 
так н несобствеипые, связанные с тем или иным расположением ком- 
плекса С, в Е; - 

Порядком комплекса называется число его вершин (точек) 55; 
порядком точки называется число отрезков, сходящихся в ней. 

Если расположить комплекс на замкнутой позерхности, го на ней 
комплекс выделит части поверхности — области, ограничиваемые его от- 
резками. Пусть а,, а; и а, соответственно сисла точек, отрезков и обла- 
стей, получаемых от комплекса на поверхности. 

Род комплекса есть род поверхности (см. определепие рода по- 
верхности в главе П), на которой можно без пересечений расположить 
комплекс. 

Пусть комплекс С, на поверхности имеет числа а, а, и „ тогда 
комплекс С,', у которого @'=4., @,=4, И &'.=3,, пазырается об- 
ратным С;- 

Ранг комплекса есть вааменьшее число классов, на которые 
равбиваются точки комплекса так, чтобы смежные точки (концы одного 
отрезка) были разных классов. 

Олнородный комплекс с точками одного порядка называется гра- 
фой. Степенью графы называется порядок ее вершин; например 
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графа кубична, если в точках ее сходятся три отрезка, т.е. порядок ее 
точек равен трем. Графа порядка два называется одномерным много- 
образием; легко убедиться, что это также будет одномерная сфера. 
Нетрудно убедиться, что комплекс, обратный графе, состоит из одина- 
ковосторонних (одинаковоугольных) областей. 

Хроматическое число комплекса — наименьшее число клас- 
сов, на которые разбиваются области комплекса так, чтобы смежные 
области (имеющие общую отрезочную границу) были разных классов. 

Если считать справедливой теорему о четырех красках, то ранг пло- 
ского комплекса = 4. Эта теорема заслуживает некоторого внимания: 
имея чисто эмпирическое происхождение (раскраска карт), она по своей 
истории аналогична большой теореме Ферма из теории чисел. Много 
доказательств давалось и все они оказывались недостаточными (Сауеу 
1878, Кетре 1879, Тай 1880 и т.д; см. литературу). 

Пока предельным достижением является установление хроматического 
числа 4 для комплекса рода 0 с числом областей не свыше 25 (19922, 
ЕтапЕ п) и 27 (1926, Веупо!4$). 


у 


Рис. 2. Рис. 3. 


Отрезочный комплекс, у которого а, =, | 1, называется деревом. 
Центром называется точка дерева, отстоящая по крайней мере от двух 
его концов на одинаковое число отрезков №, причем нет других концов 
дерева, отстоящих на число отрезков /М`> М. 

Скажем несколько слов о химических приложениях теории комплек- 
сов. Гипотезы о пространственных расположениях атомов в молекулах, 
особенно в срганических соединениях (химия углерода), привели к офор- 
млению стереохимических представлений. На том основании, что угле- 
род четырехвалентен, было предложено геометрически изображать валент- 
ности в виде отрезков, направленных из центра тетраэдра в его вершины. 
Если углерод в молекуле связан с 4 различными группами, мы получаем 
так называемый асимметричный атом углерода; в этом случае изомерные 
модификации соединения обнаруживаются по их физическим свойствам. 

Число стереомеров химического соединения, содержащего п асиммет- 
рических атомов углерода, будет 2”. Вследствие наличия внутрегней сим- 
метрии оно в действительности меньше, и 2” есть только верхняя граница. 

Два асимметричные атома (рис. 2) дают четыре изомера, попарно 
представляющие зеркальное отображение друг друга. 

При ненасыщенном углероде, когда имеются двойные связи (рис. 3), 
изомерия также может иметь место; их примером являются малеиновая 
и фумаровая кислоты: 


Н—С— СОН НОС —С—Н 


| || 
В СОН Н—С—СО,Н 
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Апалогичио булет в циклических соединениях углерода (рис. 4, 5 
и 6). 


Рис. 5. 


Схематизируя комплексом молекулярную формулу соединения, можно 
перевести на комбинаторный язык вопросы о существовании и количе- 
стве изомеров — это будет вопрос о негомеоморфных комплексах — вон- 
рос об их количестве при взятых условиях задания. 
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И. Зепоцёес, см. главу ПМ, 


1. Найти отрезочные комплексы, обратные в Ё. комплексам, изобра- 
женным на рис. 7—12. 


© ЧА 


Рис. 1. Рис. 8. Фис. 9. 
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Рис. 10. Рис. 11. Рис. 12. 


2. Найти комплексы, обратные в Е, графам, изображенным на рис. 
13 и 14. 


а 


Рис. 13. Рис. 14. 
3. Определить ранги комплексов, изображенных на рис. 15-17. 


Рис. 15. Рис. 16. Рис. 17. 


4. Показать, что комплексы, изображенные на рис. 18—20, рода 
нуль. 


г © 


Рис. 18. Рис. 19. | Рис. 20. 
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8. Майти род граф рис. 21 и 22. 


Рис. 21. Рис. 22. 


6. Найти род комплексов, изображенных на рис. 23 и 94. 


Рис. 23. Рис. 24. 


7. Доказать, что для обращения отрезочиого комплекса в дерево 
достаточно изъять (2, —я,--1Т) сго отрезков, где а; — число точек, 
а, число отрезков комплекса. 


8'). Доказать, что для комплекса родд О справедлива формула 


@-1 с«—1 


® 

) ПЕН 8 р 
= 
=-3 


где „о; — Число областей, ограниченных и отрезками, 
„а, — число точек, гле сходится п отрезков. 


') Задачи 8—10 взяты у Зспоцке, 1. с., В. П, стр. 55. 


. 


ыы ДД 


| 
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9. Доказать, что при соблюдении условий предыдущей задачи: 1) нет 
полиэдра только с шестиугольными гранями, а также полиэдра с семью 
ребрами, 2) число нечетных вершин, а также число нечетных граней, 
четно, 3) полиэдр будет пирамидой, если с„.-—1@, ИЛИ в—1@, ОТЛИЧНЫ 
от нуля, 4) полиэдр с одним нечетным 2241а, ИЛИ ок 41а, имеег по 
крайней мере одно четное 2»@, или соответственно 2ь4.. 

10. Доказать, что если 


и.—1 а—1 
Е 

П>=8 п=3 
то о за =8-- (540 Ра) 2 (6% гв 45) -[... (1) 
ав а, — ба, —2а, =12 |4, —б4.. (2) 
За --2 Е ба, —2а, =12 | 4а, —ба. (3) 
За, — 12. (4) 
и = (5) 
ко а -- 24% з%=20. | (6) 
два жа --3%—20. (7) 


Какие теоремы отсюда следуют? 

11. Почему нельзя непрерывно обойти, не пройдя дважды, отрезки 
комплекса рис. 25 и почему это возможно для комплекса, изображен- 
ного на рис. 26? 


Рис. 25. Рис. 26. 


121). Известно, что при обходе вершин додекаэдра, если п число 
первых фиксированных вершин обхода, числа А различных путей, после- 
довательно обходящих все вершины не более одного раза, имеют значения: 


Найти эти пути. 


1) См. За! п+е-Гасцаё, Оботеше, 1. с., стр. 54. 


#2 [ 
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13. Доказать, что у комплекса с четносторонинми областями все 


замкнугые отрезочные путн состоят низ четного числа отрезков. 


14. Показать, что графы, изображенные на рис. 27, 29 и 31, соот- 
ветственио гомеоморфиы графам, изображенным на рис. 28, 30 и 32. 


3 
© 
© 


Рис. 27. Рис. 2%. Рис. 29. 


о 


Рис. 32. 


Рис. 30. Рис. ЗЕ. 


15). Гомотопно в Е, преобразовать дерево рис. 33 в дерево рнс. 34. 


Е - 


Рис. 33. Рис. 34. 


16. Показать, что гомсоморфные деревья рнс. 35 и 36 неизотопны 
не только на Е» но и па М.. 


ыы 


Рис. 35. Рис. 38. 
1) Задачи 15—18 даны ПН. И. Худсковым. 
Геометрия, ч. 1, | РУ | ХАРЬЧФИСК | 2 


а 7, 
Мы. СРОЗт. т. 


оо 


а онббвнизаиынана ва — 


ра >] 
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17. Показать, что гомеоморфные, но неизотопные на ЕЁ, комплексы, 
изображенные на рис. 37 и 38, изотопны на //5. 


Ри 


Рис. 37. Рис. 38. 


18. Показать, что на Е, все гомеоморфные комплексы, изображен- 
ные на рис. 39—41, неизотопны, а на //. первые два изотопны между 
собой и не изотопны третьему. 


Рис. 39. Рис. 40. Рис. 41. 


19. Доказать, что всякое дерево имеет или один или два центра. * 

20. Доказать, что минимальное число путей, обходящих дерево, равно 
половине числа точек нечетного порядка. 

21. Доказать, что минимальное число путей, обходящих дерево, равно 


Я |-“1- МЕ|-ь 


где Ю — порядок точек. 


22. Доказать, что существуют только два изомерных соединения с 
одним асимметричным углеродным атомом. 


231). Число стереомеров № парафина С, Н2„ +2 выражается таблицей: 


р 


4 и | 12 


|2 | 13 


| в о | 


ЕЕ: 1 |233 


[м 


Зо 15 — 399 802 


Построить деревья, им соответствующие, до п == 10. 
24. Число стереомеров спиртов С„ Н2„ +1 ОН выражается таблицей: 


в |1 во 12 | 13 


о 1 


жж 


№ 1 1 211 | 507 | 1238 


2 4 8 изв 


3057 1638 


2% 1) Задачи 23. и 24 взяты у За!тЁе- Табие, 1. с. 
24 
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Построить деревья, им соотвегствующие, до п =7. 

251). Доказать, что при а’ ==8 иместся только семь деревьев с дву- 
мя центрами с числом ^=9. 

26. Доказать, что при а, —9 имеется только три дерева с дьумя 
центрами с числом №=3. 

27. Доказать, что при а, ==8 имеется только три дерева с одним 
центром и М=3. 

28. Доказать, что при а, ==9 иместся только одно дерево с одним 
центром и А/=4. 

29. Доказать, что комплекс, имеющий только четные ПП; (замкну- 
тые отрезочные путин Г/Л только с четным числом отрезков), имеет 
ранг 2. 

30. Доказать, что комплекс с точками четного порядка имеег хро- 
матническое число 2. 

31. Доказать, что треугольный комплекс (с треугольными или что 
то же трехсторонними областями) имеет ранг 3. 

32. Доказать, что кубический комплекс с четиыми Пу ныеет хрома- 
тическое число 8. 

33. Построить четные треугольные комллексы ранга 3. 

34). Доказать, что при числе областей болышим четырех их нельзя 
так расположить на плоскости ини сфере, чтобы у них понарно были 
общие границы. 

35°). Доказать, что если можно раскрасить в 2 цветов (#`>4) вся- 
кую карту с л областями па плоскости, то можно раскрасить с тем же 
количеством цветов карту на плоскости, но с (в 1) областями, если 
одна из них А-угольник (Ё == 4). 

Доказать, что при {=4 это имеет место и в том случае, когда 
&—=4. 

36‘). Карта называется нормальной, если в вершинах сходится тря 
области; области односвязны и суммы любых двух или трех имеют пять 
и более сторои (ребер). 

Доказать, что нормальная карта на сфере имсет не меньше 12 пяти 
угольников. 

37. Доказать, что всякая нормальная карта ва сфере может быть 
окрашена в пять цветов. к 

38°). Доказать, что при разбиенин поверхности тора на симплексы 
= 7. 

39. Доказать, что для поверхности тора хроматнческое число равно 7. 

40. Построить на ленте Мёбиуса комплекс с хроматическим числом, 
равным 6. 

41. Доказать, что хроматическое число для областей трехмерного 
пространства может быть неограниченно велико. 


=) Залачи 25—28 взяты у Сау|еу, Со. Рар. 9. 
*) См. ВайЕдег, Тарий Вег, Май. Рвуз. С. ХХХМИ, стр. 16, 1885. 
3) См. Еггста, |. с., стр. 36—37. 
Кешре, Ам. 1. 0Ё Маф, И, 1879, стр. 198—200. 
*) Кемре, |. с., стр. 198. 
= Задача А. А. Маркова. 
{ ® 
ъ 


20 Апа!у31$ $Ни5 


ГЛАВА ИП. 
ДВУМЕРНЫЕ МНОГООБРАЗИЯ. 


Пусть двумерный комплекс определен совокупностью точек {Ру от- 
резков {5,} и двумерных кусков {55}. Рассмотрим двумерные куски ком- 
плекса, сходящиеся в точке Р’ совокупности {Р}; возьмем один из них, 
например $а, к нему присоединим кусок, смежный с $. по отрезку со- 
вокупности {5$,}; будем продолжать присоединение, пока не исчерпаем 
всех по отрезкам смежных с $. двумерных кусков; если еще останутся 
двумерные куски, сходящиеся в точке Р’, не вошедшие в разобранную 
групну кусков куска $5, то операцию присоединения будем производить, 
взяв один из оставшихся двумерных кусков; таким образом все двумер- 
ные куски распадутся на смежные по отрезкам группы. 
Если: 1) в каждой группе двумерных кусков, сходя- 
щихся в точке комплекса совокупности {Р}, куски смежны 
последовательно, т. е. в каждом отрезке {5,} их схо- 
дится не более двух, и 2) в каждой точке комплекса 
совокупности {Р} сходящиеся двумерные куски обра- 
зуют одну и только одну смежную по отрезкам группу, 

Рис. 42. то двумерный комплекс называется двумерным мно- 

гообразием — поверхностью. 

Если, кроме того, в каждой точке многообразия, принадлежащей 
совокупности {Р], сходится замкнутая группа смежных двумерных кус- 
ков, т. е. первый кусок смежен с последним, то многообразие (поверх- 
ность) называется замкнутым. На рис. 49 изображена замкнутая 
группа смежных двумерных кусков, состоящая из треугольника, четырех- 
угольника и шестиугольника, сходящихся в точке Р. 

Из определений вытекает, что у двумерного многообразия по каж- 
дому отрезку, принадлежащему совокупности 15}, смежными могут быть 
не более чем два двумерных куска; например изображенный в перспек- 
тиве на рис. 43 двумерный комплекс из двух четырехугольников и одного 
треугольника не будет многообразием, потому что по отрезку 12 будут 
гмежны три двумерных куска. 

Если два тетраэдра склеить по вершине и рас- 
смотреть комплекс, образованный их гранями, то 
окажется, что хотя по каждому ребру будут смежны 
две грани, однако в склеенной вершине будут 
сходиться две независимых замкнутых смежных 
группы двумерных кусков, каждая из трех гра- Рис. 43. 
ней; поэтому такой комплекс не есть многообразне. 

Если их склеить по ребру, то многообразия тоже не получится 
потому, что нельзя будет образовать смежные последовательно группы 
для концов склеенного ребра — в склеенном ребре буцут смежны четыре 
грани. 

Если двумерное многообразие незамкнуто, то совокупность отрез- 
ков, принадлежащих {5,} и обладающих тем свойством, что в каждом 
сходится только один двумерный кусок, образует границы его —кон- 


туры. 


А 
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Нетрулно убедиться, что если разбить поверхность шара /7, отрезоч- 
ным комплексом на области, то удовлетворяются все условия, призеден- 
ные в определении замкнутого многообразия; аналогично будет дая по- 
верхности тора. Это — простейние примеры замкнутых поверхностей. 


Рис. 44. 


Если вырезать нз поверхности шара олну или несколько несмежных 
областей, то мы получнм двумерный комилекс, который будет удовлет- 
ворять всем условиям определения двумерного многообразия; это иро- 
стейиий пример незамкнутой поверхности, имеющей грагицы. Если вы- 
резать одни кусок, то мы нолучим поверхиость, кото- 
рую можно обозначить Е}, так как она будег гомео- 
морфна $, 

Ввелем понятие связиость! говорят, что связ- 
ность поверхности будет равна А, если для обраще- 
ния ее в элементарный двумерный кусок (в Ё, или что 
то же в 5,) достаточно (#— 1) сечений (разрезов); 
например поверхность, изображенная на рис. 44, дву- 
связна, #==2, потому что если разрезать ее ио ли- Рис. 46. 
нии 48, то сразу получим элементарный двумерный 
кусок; действительно, всякое последующее сечение будег его делить на 
части. Для замкнутых поверхностей вводят также род поверхности р, 
опрелеляемый через связность А формулой 
ПЕ 


2 


Проводимые для онределения связности сечения 
должны быть таковы, чтобы: 1) поверхность не дели- 
лась ими на отделынис части, 2) ие увеличивалась связ- 
ность; последним свойством не обладает нанример се- 
чение СО рис. 44, так как после иего поверхиость 

Рис. 47. примет вид, изображенный на рис. 45, — связность ее 

увеличилась. Читатель легко проверит это. 

Сечения, проводимые на поверхности, могут быть: 1) замкну- 
тые неделяние; на рис. 46 изображено такое кольцевое сечение 
на торе; результат после разреза изображен на рис. 47; на рис. 48 прея- 
ставлено недедяицее кольцевое сечение ва незамкпутой поверхности; 
2) замкнутые делящне; читатель легко их построит как для зам- 
кнутых, так и для пезамквутых поверхностей; 3) незамкнутые или 


\ 
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отрезочные сечения; если сечения имеют концы, расположенные 
внутри поверхности, их также называют пунктирными или точеч- 
ными; на замкнутой поверхности отрезочное сечение всегда будет пунк- 
тирным; отрезочные сечения на незамкнутой поверхности могут одним 
или двумя концами принадлежать контурам ее; на рис. 49 АВ представ- 
ляет сечение, одним концом упирающееся в контур (границу); очевидно, 
что такое сечение не представляет топологического интереса (здесь ни 
связность, ни число контуров не меняется). На рис. 44 АВ представ- 
ляет сечение, обоими концами упирающееся в контуры — в этом случае 


®. 
. 7 р 


Рис. 48. Рис. 49. 


оно неделящее; если бы оно обоими концами упиралось в один контур, 
легко усмотреть, что оно стало бы делящим; однако, как показывает 
пример — сечение АВ рис. 50 — отрезочное сечение, обоими концами 
упирающееся в один контур, может тем не менее оказаться неделящим. 
При исследовании связности поверхностей обычно условливаются на 
замкнутых поверхностях предварительно делать, не принимаемое в счет, 
пунктирное сечение (вынуть точку) — получается таким образом незамкну- 
тая поверхность; для дальнейшего исследования проводятся только незам- 
кнутые сечения, обоими концами упирающиеся в „край“ поверхности ). 
При таких условиях действия с замкнутыми 
22 и незамкнутыми поверхностями производятся 
7 9 по одинаковым правилам. 
{< | Принимая во внимание сказанное, нетрудно 
@ | %/ видеть, что связность сферы //. будет единица 
@ р (лля обращения в двумерный кусок доста- 
точно пунктирное сечение), род р =0; тор 
будет трехсвязен (не считая пунктирного, 
Е нужны два неделящих отрезочных сечения © 
Рис. 50. обоими концами на контуре), род р=1. 

После проведения сечений может меняться 
не только связность, но и число контуров. Неделящие отрезочные се- 
чения могут как уменьшать, так и увеличивать число контуров; первое 
обстоятельство имеет место например при сечении АВ рис. 44 — до того 
было два контура, после разреза останется один контур; увеличение 

контуров дает сечение СП, как это очевидно из рис. 45. 
Существуют два совершенно разлнчных вида поверхностей: ориен- 
тируемые и неориентируемые. Рассмотрим в Е. например сфери- 


1) Здесь нельзя сказать „контур“, потому что после изъятия точки получается 
открытое точечное множество, 
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ческую поверхность или поверхность тора (рис. 51); мы можем на них 
различать две стороны, одну внутреннюю и другую наружную. Мы можем 
поэтому говорнть, что нормаль к поверхности направлена внутрь ее нли 
наружу. Две стороны можно также различать у всех ограниченных кон- 
туром частей сферической поверхности или поверхиости тора. Однако 
это имеет место не для всех поверхностей. Первый такой пример был 
даи еще Мёбпусом 1}; два двумелных куска, на контурах 
которых расиоложелы точки АВС и А'В'С'О’ в ука- 
занном порядке, можно соединить в одну ленту двумя 
способами: или так, чтобы А совпало с д’ ВсВ', 
Сс С и В ср’ (фис. 52), или так, чтобы А сов- 
пало сл',Вс В, Сер’ ибСС (рис. Б3). В первом 
случае получаем ленту, гомеоморфную части сбериче- Рис. 51. 
ской поверхности, ограниченной двумя окружностямн; во . 
втором случае получается лента только с олним контуром: АР (==) 
В' (= В) С =Б)^". 

У нервой ленты различимы две стороны, вторая имеет только одну 
сторону. Вторая ленга назызастся леитой Мёбнуса— это неориенти- 
руемая поверхность. 


Рис. 53. 


В Е, замкнутые иеориснтнруемые поверхности в своем естественном 
виде не существуют, их геометрическая реализация возможна лишь в Е.. 
Для возможиости их трехмерного представления, точнее представле- 
ния в Е,, ирниходится допускать особениости, т. е. эле- 
менты (точки, отрезки), которые в трехмерном пред- 
ставлении се совнадают, но прин рассмотрении закона 
соединения частей поверхности считаются различными. 
Пользуясь таким приемом, можно получить предсгавле- 
ние в Е, произвольной поверхности, в частпости замк- 
нутой неориентируемой, как это показывает рис. 54 (но- 
верхиость Дика). Злесь мы имеем особенный отрезок: 
АВ — двойная линия поверхности. Эта поверхность весьма 

Рис. 54. просто получается, если к единственному контуру ленты 

Мёбиуса приклеим элементарный двумерный кусок ?), и 
обратио, соответствующее кольцевое сеченяе поверхности Дика раз- 

#) МегКеЦ, 519, 1858. 


*) В кииге Н11Ьегё & СоНнт-Моззел, Апзспанйсне Сеотеще, стр. 276 
280, рассматривается подробно способ ее построения и свойства ее, 
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бивает ее на ленту Мёбиуса и элементарно-связный двумерный кусок. 

Как известно, лента Мёбиуса получается также, если идентифицировать 
диаметральные точки внешнего контура плоского кольца; идентифицируя 
диаметральные точки окружности круга, получим поверхность Дика — 
отсюда между прочим вытекает, что поверхность Дика гомеоморфна 
проективной плоскости. 

Понятие ориентации вводится совершенно независимо от трех- 
мерного представления поверхности, с которым связано понятие о стороне 
поверхности, нормали и т. п., так как ориентируемость или неориенти- 
руемость есть свойство самой поверхности, независимое от характера ее 
расположения в пространстве: в отношении расположения нет раз- 
ницы между обоими видами поверхностей, именно свойство замкнутой 
ориентируемой поверхности быть границей части трехмерного про- 
странства может иметь и неориентируемая поверхность при ее особом 
расположении в неориентируемом трехмерном пространстве; в этом слу- 
чае говорят, что она двусторонне расположена в пространстве; 
когда это не имеет место, говорят, что она односторонне располо- 

жена. 

о Рассмотрим разбиение поверхности на куски; 
_ для ориентируемой поверхности можно кускам 
К дать такое направление обхода, такую орненти- 
ровку, что каждый отрезок, принадлежа двум 
соседним кускам, имеет соответственно им две 
различных ориентировки. Для неориечнтируемой 
поверхности установление такой ориентировки 
невозможно. По существу в этой форме опре- 
деленке было дано Мёбиусом. Клейн ') ввел 
бесконечно малую окружность с указанным на 
ней направлением обхода (инликатриса), пере- 
мещающуюся по поверхности. Если индикатриса, 
передвигаясь по поверхности, вернется в исходную точку с изменившимся 
направлением обхода (рис. 55), т. е. если на поверхности существует 
замкнутый путь, меняющий индикатрису, то поверхность неориенти- 

руемая. 

Заметим относительно сечений неориентируемых поверхностей, что, 
в то время как на сриентируемой поверхности неделящее кольцевое 
сечение всегда увеличивает число контуров на 2, на неориентируемой 
поверхности такое неделящее сечение может увеличивать число конту- 
ров на 1, т. е. может быть одноконтурным; такое одноконтурное 
сечение дает всякий замкнутый путь неориентируемой поверхности, меня- 
ющий индикатрису. 

Если а, — число двумерных кусков замкнутой поверхности связности К, 
полученных от расположения на ней отрезочного комплекса С: (аа, 
то в случае ориентируемой поверхности имеет место формула 


в— 1 
а) — а =2 — р (= о 


——=——Ш—=—— д 


1} К1е!в, Маф. Алпи. 7, 1871. 
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пля пеориентирусмой — формула 
аа — аа, =2— А. 
Эти формулы называются формулами Эйлера. 
Если поверхность имеет г контуров, то в случае ориентируемой ио- 

верхиости имеем 

9—4 =2 —2р—", 
прин неорнентируемой 

а — аа. =2—й— г. 


Из этих формул вытекает теорема Пуанкаре: две поверхности 
гомсоморфиы, если: 1) ==, 2) обе ориентируемы или обе неорнснти- 
руемы и 3) а — а {2% ==а. — 2, --0,. 

Род поверхности, связность, орнентация и вообще все’ толологиче- 
ские инварнанты, характеризуюнцие поверхность с точки зрения Апа!у5 
$#и$, не завнсяг от способа разбиения поверхности на двумерные куски; 
если например прин некотором разбиснии обнаружилось, что поверхкость 
нмеет род, равный лпум, то это будет имееть место при всяком разбие- 
вии. 

В заключение дадим определение римановых поверхлостей: отмегим 
на сферической новерхности п точек Р'!, Ра,... Г”, соединим их с точкой О 
непересекающимися линиями 5,1, 5,%,... 5\”", разрежем поверхность 
вдоль этой системы линий, тогда получится зАиСиВНЫЙ пойти кусок 
с контуром, составленным из отрезков '5;!, "5.1, '5,8, "$5,%,... '5.", "5" 
{этой послезовательности можно постичь соответетвующим обозначением 
отрезков), где тя "$1: получены из одной „двойной“ линии $1 н точка О 
для этого куска есть „п-кратная“ точка, Вообразим себе сфорическую 
поверхНоть покрытой п такими элементарными двумерными кусками — п 
листами $;', 5,%,... 5: с теми же особ уенностями, при этом установим 
определенное отождествление линий '5;' одного листа с линией "5; того 
же или другого листа. При этом получится одна или несколько замкну- 
тых орнентируемых поверхностей, где лля каждой линии $, (ку пюры) 
указан способ иерехода из листа в лист подстановкой 


Ты ее 
= Ё ВТ } 
И >= п 
Есан груниа образованная 3, %6.,... У, транзитивна, то мы имсем 
одну поверхность: эта поверхность называется римановой новерх- 
ностью с точкамн разветвления Р\ Р\,... Р* и купюрами 
С №4 
Двулистная риманова поверхность запается более простым способом: 
нменно достаточно на сферической поверхности указать 2р точек развет- 
влений и р купюр линий перехода, соединяющих пары точек; в Е, дву- 
листная риманова поверхность изобразится в виде лвух концентричных 
сферических поверхностей, сосдиненных р лвойвыми линкями (купюры), 
Эр их концов суть, точки разветвления. Область всякой точки разветвле- 
ния (рне. 56), как нетрудзо убедиться, гомеохорфна элементарному 
двумервому куску и характеризуется налнчием двойной точки О’ (точки 
разветвления) н двойчой линни ОР — купюры. Наличие двойной линии 


] 
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с определенным законом перехода есть следствие трехмерного представ- 
ления поверхности и является особенностью, связанной с этим представ- 
лением; точки двойной линии ОР (линии перехола) принадлежат двум 
листам в том смысле, что двойная линия отнюдь не получилась от сое- 
динения поверхности по способу рис. 57 путем совмещения линий ОР’ 
и ОР", а напротив, надо себе представить получение ее по рис. 58 
совмещением линий ОР’и ОР". 


8 


^^ Ц. 


ср: .Р" 
Рис. 56. Рис. 57. Рис. 58. 
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42. Показать, что лента, изображенная на рис. 59, в Е. не изотопная 
ленте, изображенной на рис. 60, гомеоморфна ей; преобразовать гомотопно 
в Е, первую ленту во вторую '). 


>. © -— 
—— < 


Рис. 59. ` Рис. 60. 


1) Взято из Ма. Еих., 1, с., В. Ш, 1, 1, стр. 167. 
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43. Показать, что ленты, изображенные на рис. 6! и 62, гомео- 
морфны. 


< ©5530 553 


Рис. 61. Рис. 62. Рис. 63. 


44. Показать, что четыре ленты, изображенные иа рис. 63—66, суть 
изотопные в Е, формы одной и той же ленты рис. 67. 


д 


Рис. 64. Рис. 65. Рис. 66. Рис. 67. 


45. Показать, что ленты, изображсиные на рис. 68, 69 и 70, в, изо- 
топны '). Показать изотопню в Е, лент рис. 71 и 72. 


® ® © 
93 


Рис. 68. Рис. 69. Рис. 70. 


46. Показать, что неориентирусмая поверхность, показанная на 
рис. 73, гомеоморфиа ленте Мёбиуса. 


_ => 
ео я 


Рис. 71. Рис. 72, Рис. 73. 


1) Поверхность рис. 68 взята у Дика {Руск. Вег. Э#сМе, Сез.; Ма. СИ. 7, 3, 
1887, рис, 8). 
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47. Показать гомеоморфизм лент, показанных на рис. 74—76. 


Рис. 74. Рис. 75. Рис. 76. 


48. Показать гомеоморфизм лент изображенных на рис. 77 и 78. 
, 


Рис. 771. Рис. 178. 


49. Показать, что ленты рис. 79 и 80 изотопны в ВБ.. 
50. Показать, что поверхности, изображенные на рис. 81 и 82, го- 
меоморфны. 


Рис. 80. Рис. 81. 
Рис. 82. Рис. 83. Рис. 84. 


76“) 


Рис. 85. Рис. 86. Рис. 87. 


51. Показать, что ленты рис. 83 и 84 негомеоморфны. 

59. Показать, что поверхности рис. 85, 87, 89 и 91 соответственно 
гомеоморфны лентам, изображенным на рис. 86, 88, 90 и 92; показать, 
что они не только гомеоморфны, но и изотопны в Ё.. 
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Поверхность рис. $5 представляет кусок нлоскостн, ограннчевнной контурами 
Л, ПВ и И? фрис. 93), к которому поиклеен кусок цилинлрической поверхности 
(рис. 94) так, чтобы ковтуры 7 и Н® совмещцались с сохраненнем указанной 
оркентировкн. Такую часть поверхности пазывают ручкой. 


Рис. 85. 


рис. 92. Рис. 93. Рис. 94. 


53. Показать, что поверхность с двумя ручками и одним контуром 
(рис. 95) изотопна в Е, лентам, изображенным на рис. 96") и 97. 


ах 


Рис. 95. г Рис. 96. Рис. 97. 


54. Показать, что неорнентнруемые позерхности рис. 98 и 99 изо- 
тонны в Е, 


Рис. 98. Рис. 99. 


1) Поверхность рис. 96 взята у Дика (РусКк. Вег. 5&сНз. Сез.; Ма. СГ. 7,3, 
1887, рис. 7). 


. 
и 
+ 
я 
| м 
И 


30 Апа]уз1$ $$ 


55. Показать, что поверхности, изображенные на рис. 100—102, го- 
меоморфны поверхности рис. 1083. 

Первые две поверхности (рис. 100 и 101) представляют часть сфери- 
ческой поверхности с одним контуром, причем первая имеет две двой- 


Рас. 100. Рис. 101. Рис. 102. Рис. 103. 


ных линии, вторая одну; третья поверхность (рис. 102) представляет 
часть поверхности тора с одним контуром, имеющая одну двойную линию. 

56. Показать, что можно изотопно в Е, преобразовать неориентируе- 
мую поверхность с одним контуром // и двойной линией АВ от поло- 
жения, изображенного на рис. 104, к виду рис. 105. 


- Таким образом можно считать оба конца двойной линии топологически экви- 
валентными (в данном случае эквивалентность изотопная). 


Рис. 104. Рис. 105. 


56 615. Показать, что поверхности, изображенные на рис. 106 и 107, 
гомеоморфны 1). 


Рис. 106. Рис. 107... 


57 *). Расположим в Е, прямолинейный отрезочный комплекс с харак- 
теристикой №. Пусть шарик достаточно малого радиуса центром опи- 
шет отрезочный комплекс; обертка всех шариков образует замкнутую 
поверхность. Показать, что ее характеристика равна 2№. 

57 Ы$. Пусть незамкнутая поверхность Му имеет контуры а41, аз... @,, 


1) Коп1е, 1. с., стр. 77. 
3) Задачи №№ 57 и 57 Ы3 взяты у Зе {ег+ & Тьгеа!1, 1. с. 
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возьмем гомеоморфную ей поверхность М; с контурами и е,; 
идентифицируя контуры а; и а, склеим М; и М.'; склеивание даст зам- 
кнутую поверхность; показать, что если она и исходное {Му оркентируемы, 
причем сыязность М, будет 2р--1, то род иовой поверхности будет 
2р-|-г—1; если обе поверхности неориентируемы, то связиость новой 
поверхности 2% -|- 2—1, где #-4-1 связность М.. 

58 '). Рассмотрим на плоскости область межлу четырьмя окружно- 
стями, из которых три попарно друг друга касаются; на рис. 108 эта 
область заштрихована; образуем комплекс Ку’ из нее, присоединяя сверху 
по окружностям Л и ГЛ и снизу по окружностям Л и П? куски К. 
тора, ограниченные двумя окружностями (рис. 109); эти куски получатся, 


Рис. 110. 


Рис. 1. | Рис. 112. 


если плоскость сечения провести через одну ив точек малого экватора 
перпендикулярно его плоскости; две „окружности“, ограничивающие 
такие куски тора, имеют одну общую точку; на рис. 110 изображен 
общий вид комплекса Ку’. 

Возьмем телерь позерхность тора, стяием в точку один из его мери- 
дианов, — получится поверхность, изображенная на рис. 111 („цнклнда“); 
на ней отмечены две кривые /7 и /7%; удалим из поверхности кусок, 
ограничиваемый кривой /71; приклеим теперь к поверхиости кусок Ку 
(рис. 109) так, чтобы его окружности были соответственио присоедннены 
к кривым / н 17°; получится комилекс, изображенный на рис. 112; 
вырежем из него кусок, ограниченный кривой /1; получим тогда комп- 
чекс Ко”. 

Показать, что комплексы Ку’и К.” не только гомеоморфны, но и изо- 
топны в Б.. 


') Взято у Нор{ & Рапии!12. Маш. Аул. 108, 1933, стр. 448, 
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59 !). Возьмем в плоскости линейный комплекс К, 
д В (рис. 113), составленный из окгужности и исходящего 
—^ из нее наружу отрезка АВ. Построим двумерный 


комплекс К, вращением плоскости около прямой, не 

имеющей с А"! общих точек. 

рис. 113. В каких неизотопных формах возможно распо- 
ложение этого комплекса К, в Ез? 

60. Показать, что четыре замкнутые неориентируемые поверхности, 


изображенные на рис 114 — 117, гомеоморфны °). 


х 


Рис. 114. Рис. 115. Рис. 116. Рис. ШТ. 


61. Показать, что веориентируемые замкнутые поверхности рис. 118— 
120 гомеоморфны- | 


Рис. 118. Рис. 119. Рис. 120. 


62 Показать, что в Е. две неориентируемые поверхности, изобража- 
ющие с особенностями проективную плоскость, изотопны 3) (рис. 121 и 122). 


Рис. 121. Рис. 12>. 


:) Задача Н. Н. Худекова. 

”) Пример взят у Дика (Ма+т. Апп. 32, табл. П, рис. 10). 

у) См. Воу. ОЕ$., 1901; относительно второй нужно сказать, что прекрасные 
фотографии проволочной модели ее помещены у НИБегЕ & Совп-Уоззет 
|. с., стр.: 282—283, там же дан несколько иной способ построения этой новерх- 


ности. 
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Для того чтобы ясией представить структуру их, на рис. 123 даны сечения 
первой поверхности (рис. 121); если отсекать последоватезьно, начиная от точки А, 
куски поверхности горизонтальной плоскостью и смотреть сверху (из точки А 


вниз) на образовавшийся срез, то получагся соответственно нзображенные на 
рис. 123 слева направо кривые. 


© 


Е» 


Рис. 12 
Рис. 124. 


ре : $ 


В пояснение второй поверхности дадим способ ее построения; поверхпость 
получается (рис. 124) по стрелке путем соответственного изгиба пожек исходной 
»треноги“; „тренога“ гомеоморфна сферической поверхности; после изгибов, 
концы ножек нужно перекаенть соответственно обычным правнлам для римано- 
зых двойных линий —крест-накрест (рис. 56 и 58). 

Геометрил, ч. 1. з 
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63 !). Показать, что поверхности, изображенные на рис. 125—127, изо- 
топны в Ё.. 


Рис. 155. Рис. 126. Рис. 121. 


64. Показать, что поверхности, изображенные на рис. 128 и 129, го- 
мотопны в Р.. 

65 *). Пусть комплекс К”, представляет поверхность тетраэдра, а 
комплекс К, — поверхность тетраэдра, к которой приклеен по одному 
из ребер двумерный кусок. 

Показать, что непрерывным преобразованием комплекса Аь в+ себе 
можно обратить его в комплекс К”.. 


) Рис. 198. Рис. 130. 


66. Пусть комплекс К., изображенный на рис. 130, представляет 
тор, у которого один меридиан стянут в точку А, а малый экватор 
затянут „пленкой“ — элементарным двумерным куском; пусть комплекс 
К’. отличается от К. только тем, что „пленка“ отсутствует. 

Доказать, что непрерывным преобразованием комплекса А, в себе 
можно его обратить в комплекс К”.. р 


) 1} Примеры для 63 и 64 взяты у Котто, 1. с., стр. 108 и 110, 

З) Все содержание задач 65-68 взято из работы НорЕ & Рапп\1Ё2, 
помещенной в Ма. Апп. 108, 1933, стр. 433—465. Заметим, что непрерыв- 
ные преобразования, рассматриваемые здесь, не одно-однозначны, 
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67. Возьмем поверхность тора 7; пусть //'— один из его мерндиа- 
нов, /1," — малый экватор; нусть $,’ и $." — двумерные куски, конту- 
рами которых будут соответственно /7,' и /1,”', ‘пругих общих точек с т 
у них нет; $;’°и $," имеют лишь одну общую точку, точку пересечения 
О 0 

Доказать, что можно непрерывным преобразованием в себе комп- 
лекса К,’ = Т,-Н 5; |-5.” обратить его в комалекс Ка = 7. $,. 

68. Рассмотрим комплекс, определенный в задаче 58 (рис. 112). 

Доказать, что непрерывным преобразованием в себе он сводится в 
точку- 

69 '). Двойной сферой с двумя отверстиями назовем поверхность, 
получаемую следующим образом: возьмем цилиидрическую поверхность 
(рис. 131), преобразуем ее, как указано на рис. 132, затем растянем 
края, как иоказано стрелками на рис. 133; тогда получим поверхность, 


о 


Рис. 131. Рис. 132. Рис, 133. Рыс. 134. 


изображениую на рис. 134. Склеим окружности /Г'’и П”, тогда полу- 
чим двойную сферу с двумя отверстиями. 

Показать, что двойная сфера с одним отверстием изотопна в Е, 
сфере Л;, а двойная сфера с и отверстиями изотонна в Ез сфере с (п — 1) 
ручками. 

70 *). Преобразовать гомотопно в Е, двойной шар с одним отвер- 
стием в двулистную риманову поверхность с одной парой точек развет- 
вления. 

71 ?). Преобразовать гомотопно в В; сферу с двумя ручками в дву- 
листную риманову поверхность с тремя парамн точек разветвления. 

72. Пусть п— число лнстов римановой поверхности, р— род ее, 
#;— кратность #0й точки разветвления. Доказать, что 


ХА, — и = (р— 1). 


73 ‘). Показать, что поверхности, изображенные на рис. 135, 
137 и 139, соответственно гомеоморфны поверхностям рис. 186, 138 
н 140. 


1) См. Номапи, 1. с., стр. 12 (рис. 13—16). 
2) См. НоЁмапп, 1. с., стр. 9—1]. 

2) Пример взят у Нотапю, 1. с, стр. 23—25, см, гакже Ога 1. с., стр. 36. 
*) Задача Л. А. Маркова. 
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Рис. 135. Рис. 136. Рис. 137. 


ме 


Рис. 138. Рис. -139. Рис. 140. 


74 !). Преобразовать в сферу с ручками трехлистную риманову по- 
верхность с восемью точками разветвления; закон соединения листов дан 


на рис. 141 в сечении, проходящем через все четыре линии перехода. 
г 


И 


= н 


Рис. 131... 


75. Преобразовать в сферу с ручками шестилистную риманову по- 
верхность с десятью парами точек разветвления; закон соединения листов 
дан на рис. 142 в сечении, проходящем через все десять линий перехода. 


— —— 


| 
ЗН 
Рис. 149. _ 
76 *). Показать, что поверхность, полученная из двух коаксиальных по- 


верхностей шара, связанных линией перехода, идущей по меридиану или 
по экватору, гомеоморфна поверхности тора (рис. 143а). 


Е 
ЧЕ == 


Рис. 143За. Рис. 143Ь. 


1) Задачи 74 и 75 взяты у Сгав |. с. 
3) Задача взята у Зе 1егё & Тиге 1 {а11, 1. с. р. 
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7611$. Показать, что поверхности, полученные из трех концентричных 
сфер, каждая с двумя коаксиально расположенными ручками, гомеоморфны, 
если линии, персхола, илущис ио экваторам ручек, в одном случае свн- 
зызают листы согласно варманту.(]), во 
втором — согласно (1) (рис. 143Ъ). 
Найти рол поверхностей. 

77. Показать, что если тор пункти- 
ропан, т. е. из него вынут один кусок 
(имеется один контур /7), то его можно 
преобразовать из положення рис. 144 
в положение, изображенное на рис. 145, р Рис. 145. 
причем это достижимо изотопно в Е.. 

78. Известно, что поверхности, изображенные на рис. 146 и 147, 
гомеомофны; произвести гомотопное в Е. преобразованне одной в дру- 
гую таким образом, чтобы при этом кривая А перешла в кривую В. 


Рис. 146. Рис. 147. 


79. Показать, что гомотопными в Е. преобразованиями тора можно 
обратить кривую рис. 148 в кривую, изображенную на рис. 149. 


© 


Рис. 148. Рис. 149. 


80. Гомеоморфным преобразованием тора обратить кривую рис. 150 
в кривую рис. 151. 


@) 


Рис. 150. Рис. 151, * 
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81. Гомеоморфным преобразованием поверхности обратить кривую 
рис. 152 в кривую рис. 153. 
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Рис. 152. Рис. 153. 


82. Не преобразуя поверхности, обратить кривую 154 в кривую, 
изображенную на рис. 155. 


@ © 


Рис. 154. Рис. 155. 


83. Показать, что без преобразования поверхности можно кривую 
рис. 156 обратить в кривую, изображенную на рис. 157. 


(5) 


Рис. 156. . Рис. 157. 


84. Преобразовать замкнутую поверхность с двумя ручками таким 
образом, чтобы кривые на ней, изображенные на рис. 158, при этом 
перешли в положение, указан- 
ное на рис. 159. 


Рис. 158. Рис. 159 
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85. Преобразовать гомеоморофныхми 
мого тора кривые на поверхностях 
поверхностями рис. 168—166. 


преобразованиями неориентируе- 
рис. 160—162. То же произвести с 


= 


м 


Рис. 160. Рис. 161. 


Рис. 162. 
Рис. 163. Рис. 164. Рис. 165. Рис. 166. 


86. На обыкновенном торе кривая рис. 167 преобразованиями тора 
может быть переведена в положение, указанное на рис. 168; доказать, 
что для неорнентируемого тора это невозможно, т. е. невозможен пере- 


хол от поверхности рис. 169 к рис. 170 при условии совмещения обо- 
значенных кривых. 


=> о® © 


Рис. 167. Рис. 168. Рис. 169. Рис. 174%. 


87. Показать, что ни преобразованиями кривой 
преобразованием самой поверхности пельзя кривую рис. 171 обратить 


ин в кривую рис. 172, ни в кривую `рнс. 173 в гротивоположность об- 
стсятельствам, имеющим место для обыкновенного тора. 
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Рис. 171. Рис. 172. Рис. 173, 
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88. Гомеоморфными преобразованиями неориентируемой поверхностт 
рода 2 обратить кривые, изображенные на рис. 174, в кривые рис. 175. 


Рис. 174. Рис. 175. 


89 !). Показать, что если ленту Мёбиуса разрезать по средней линии, 
то получим ориентируемую ленту; если последнюю еще раз газрезать 
по средней линии, получим две заплетенные ориентируемые ленты. 

90. Показать, что если ленту Мёбиуса разрезать по линии, идущей 


‚вдоль контура, то получим ориентируемую ленту, зацепленную за не- 


ориентируемую ленту (за новую ленту Мёбиуса). | 

91. Доказать, что на ориентируемой замкнутой поверхности связ- 
ности & существует не более р неделящих замкнутых кривых без общих 
точек. 

92. Доказать, что система кривых предыдущей задачи, рассматривае- 
мая как система сечений, не делит поверхность на отдельные изолиро- 
ванные части. 

93. Доказать, что если система кольцевых сечений предыдущей задачи, 
имеет одну общую точку, то после разреза поверхность обрагится в. 
элементарно-связный кусок. 

94 3). Найти характеристику поверхности, которая после соответ- 
ствующих разрезов обращается в полигон 

от ВА би ко. О 

Показать, что поверхности, дающие после соответствующих разрезов 

полигоны 


фл р 1 | 
С Со 11631 И С1 61 Са ба 63 С» 


гомеоморфны. 

с4 Ъ15. Доказать, что на замкнутой неориентируемой поверхности связ- 
ности Ё существует не более А неделящих замкнутых кривых без общих 
точек. 

95. Найти на неориентируемой поверхности рис. 176 неделящие колъ- 
цевые сечения: 1) увеличивающие число контуров на две единицы (дву- 
контурное) и 2) увеличивающие их число на одну (одноконтурно?). 

6. Показать, что если применить к тору сечения, указанные на по- 
верхностях рис. 177, 179 и 181, то соответственно получим ленты, изоб- 
раженные на рис. 178, 180 и 182. 


= 


>. 


: Задачи 89 и 90 предложены В. И. Милинским. 
Взята у Зе {ег & Тоге1[Ёа11, 1. с. 
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Рис. 176. Рис. 177. Рис. 178. 
Рис. 1129. Рис. 180. Рис. 181. Рнс. 132. 


97. Показать, что если применить к тору сечения дзумя запустен* 
нымн окружностямн, показанными соответственно на рис. 183, 185 и 
187, то получим пары лент, изображенные на рис. 184, 186 н 188. 


Рис. 183. Рис. 184. Рис. 185. 
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Рис. 188. Рис. 187. Рис. 188. 
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98. Провести на ленте, имеющей два контура (рис. 189), такое сече- 
} _ ние, чтобы полученная в результате лента имела бы один контур. 


Рис. 189. 


99. Какое сечение нужно провести на неориентируемой ленте, изоб- 
раженной на рис. 190, для изотопного в Е, обращения ее в ориенти- 
руемую ленту, данную на рис. 191. 


Рис. 190. у Рис. 191. 


100. Убедиться, что указанные на поверхностях Дика и Боя (рис. 192— 
194) кривые — сечения обращают их в элементарно-связные куски. 


Рис. 192. Рис. 193. Рис. 194. 


101. Рассмотрим узлы вида, указанного на рис. 195—197, отличаю- 
щиеся различным количеством „областей А“; у первого узла число их 
равно 0, у второго равно 1, у третьего число их т==2. Будем вписы- 
вать эти узлы на ориентируемую замкнутую поверхность с двумя руч- 
ками так, чтобы дырки поверхности оказались в местах В и С. Требуется 


- 


В 
С 


Рис. 197. 


Рис. 195. 
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доказать, что при четном п? узел делит новерх- 
ность с двумя ручками на два куска, ири ле не- 
четном не делит. 

102. Провести на замкнутой неориентируе- 
мой поверхности (рис. 198) одно кольцевое се- 
чение, которое орнентирует поверхность. ис. 108. 


ГЛАВА Ш. 
ТРЕХМЕРНЫЕ МНОГООБРАЗИЯ. 


Определения для трехмерных комплексов и трехмерных многообразий 
можно постронль совершению подобно тому, как это выше сделано лля 
двумерных комплексов; для возможности проведсиня всего хода рассуж- 
дений совершенно аналогично нужно прелположить нзвествыми свойства 
четырехмерного евклилова пространства, н тогда без затруднений можио 
интерпретировать все вводимые понятия на геометрических образах. Ого- 
ворим здесь, что геометрическая реализация может потребовать пятимер- 
ного евклидова пространства (в частности ири построении замкнутых не- 
ориентируемых многообразий). 

Итак, применяя наш обычный прием, кроме совокупности эх, — точек {2}, 
а; — отрезков {5$,}, а, — лвумерных кусков {5$.}, нужно будет ввести 
совокупность а, — трехмериых кусков {5;}; последние определяются дву- 
мерной сферой, сосгавленной из двумерных кусков совокупности {$3}. 
Совокунность точек {Р}, отрезков {51}, двумерных кусков {5,} и трех- 
мерных кусков {5;} называстся трехмерным комплексом, если 
совокупности {Р}, {$,} и {5} образуют двумерный комплекс. 

Трехмерный комплекс будет замкнутым многообразием (зам- 
кнутым простраиством), если выполнены определенные условия, со- 
вершенно аналогичные сказанным выше для поверхностей; здесь мы для 
краткости выразимся иначе: совокусность трехмерных кусков, сходящихся 
в точке, принадлежащей {Р}, должна быть гомеоморфна внутренности 
ихвумерной сферы Г в Б,. 

Еслн из замкнутого трехмерного пространства удалить один или ве- 
сколько песмежных трехмерных кусков, мы получим незамкиутое 
трехмерное пространство. 

Простейший пример замкнутого трехмерного пространства ппедстав- 
ляет трехмерная сфера. Ее уравнение в ЕЁ; (х, у, 2, 2) 


Ава. 0) 


Легко убедиться, что это миогообразие и притом замкнутое. Также 
не представляет затруднений убедиться, что если вырезать из этого про- 
странства сферический кусочек, т. е. ввести ограиичивающее неравенство, 
чтобы при положительном # сумма левой части (1) не превосхолила бы г, 
где гх_Ю, то мы получны незамкиутое пространство. 

Остаиовимся теперь на определении трехмерных римановых про- 
странств и определении диаграмм Хээгода для трехмерных 
простраиств- 
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Римановы пространства представляют непосредственное обобщение 
римановых поверхностей *). Для определения их рассмотрим инвер- 
сионное трехмерное пространство, имеющее одну бесконечно 
удаленную точку; представим себе его заполненным й раз, т. ©. пред- 
ставим п инверсионных пространств (й листов), наложенных одно на 
другое; поместим в нем конечное количество простых замкнутых кри- 
вых на конечном расстоянии от начала; будем считать, что эти кривые 
суть геометрические места точек, где два определенные листа склеи- 
ваются; для каждой кривой — линии раз- 
ветвления —- введем купюру — поверх- 
ность перехода, т. е. двумерный кусок, опре- 
деляемый соответствующей линией разветвле- 
ния, ограниченный ею, при пересечении кото- 
рого совершается переход из одного листа 
в другой. Если при этих условиях все п 
листов окажутся связанными, то будет по- 
лучено п-листное риманово про- 
странство, определяемое системой линий, 

Рис. 199. разветвлений и купюр. Для пояснения ска- 

занного рассмотрим двулистное риманово 

пространство с одной линией разветвления окружностью, которая одно- 

временно является контуром купюры (рис. 199, купюра заштрихована); 

всякий замкнутый путь, не пересекающий купюру, не меняет листов 

пространства, это имеет место лишь для такого пути, при котором 
имеется нечетное число пересечений его с купюрой (см. путь А). 

По теореме Дена %) всякое замкнутое трехмерное пространство можно 
разбить замкнутой поверхностью рода р на две области типа сферы 
с ручками; таким образом задание этих областей и закона их соединения 
вполне определяет структуру исходного 
пространства. Эти элементы и составляют 
так называемую диаграмму про- 
странства 3), введенную Хээго- 
Дом. | 

Закон соединения обычно задается 
указанием на границе области кривых, 

Рис. 200. которые требуется совместить со стан- Рис. 201. 

дартными кривыми границы другой 
области, например если дана диаграмма рис. 200, то это означает, что 
к этому трехмерному куску, ограниченному тором, нужно приклеить по 
его границе другой такой же кусок, но чтобы при этом кривая А 
совпала бы с кривой А (в данном случае эта последняя кривая совпала 
бы со стандартной); при диаграмме, изображенной на рис. 201, склеи- 
вание нужно так произвести, чтобы при этом произошло совмещение 
кривой В со стандартной кривой А. : 

Один из способов представления некоторых замкнутых трехмерных 


=> 
Гы = 


-1) См. Неераага в списке литературы, а также там же Но{е111п $. 
3) См. литературные указания Оепп. | 
3) См. Неесаата, 1. с. 
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пространств дают симметричные пространства. Вообразим себе 
замкнутую поверхность 14 в Е., наполненную .два раза, содержащую, 
полобно римановым иространствам, два листа, причем переход из листа 
в лист совершается на взятой замкнутой поверхносги /М,, на так назы- 
ваемом ограничении; таким образом определенное пространство бу- 
дет замкнутым, — это и есть симметричное пространство, В более слож- 
ных случаях может иметься несколько ограпичений, которые могут 
быть весьма произвольно расположены, т. е. быть заузлены, заплетслы 
ит. д.) !). 

Совершенно аналогично определениям, данным для двух измерений, 
вводится понятне ориентации и для трех измереиий; неориентируе- 
мые трехмерные прсестранства без затруднений строятся, если ирименить 
определения, данные для симметричных пространств; достаточно взять 
‘одно или несколько соответственно выбранных неориеитируемых ограни- 
чений иеориентируемыми. 
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103. Показать, что заплетения, изображенные на рис. 202—205, в 
Е, изотопны. 


зв 


Рис. 20?. Рис. 203. Рис. 204. Рис. 205. 


104. Показать, что можно в Е, изотопно перейти от заплетения 
рис. 206 к заплетению, изображенному на рис. 207. 


Рис. 206. Рис. 207. 


105. Показать, что заплетения, изображенные на рис. 208 и 20%, в 
Ех изотопны. 


э в 


Рис. 208. | Рис. 209. 


106. Показать, что заплетения, изображенные на рис. 210, в Ё, 
изотопны. 


2 | Рис. 210. 
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Показать, что узлы, изображенные на рис. 211а изотопны в Б,; по- 
казать, что заплетения рис. 211Ь изотопны в Д,. 


Рис. 21а. 


Рис. 21. 


107 !). Показать, что заузления, изображенные на рис. 212—214, 
изотопны в ЁБ;. 


Рис. 212. Рис. 213. Рис. 214. 


1075. Рассмотрим в В; (х, У, 2) замкнутую кривую без кратных 
точек, расположенную около оси ОЙ так, чго радиус - вектор МА из 


*) Пример Н. Н. Худекова. 
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точки кривой М, проведенный до точки А оси ОЙ, имеет все время мо- 
цотонное изменение угла с осью ОХ (ОХ, МА) при монотонном движе- 
нии точки М по кривой. 

Такую замкнутую кривую назовем замкнутой косой. 

Показать, что всякий узел можно изотопно в Ё. деформировать 
в замкнутую косу. 

108. Показать, что системы кривых, изображенных на рис. 215 и 217, 
соответственно изотопны в Е; кривым рис. 216 и 218. 


Рис. 215. Рис. 216. 


Рис. 218. 


` — 
Рис. 217. 


108 15. Найти разбиение шара в Е, на три элементарно связных 
полиэдра так, чтобы сумма любых двух из них была гомеоморфна тору. 

109 :). Показать, что трехмерные куски, ограниченные поверхностями, 
изображенными на рис. 219—220, изотопны в Ё:з- 


————— 


1) Сообщена А. А. Марковым. 
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Рис. 219. Рис. 220. 


ИО. Показать, что трехмерные куски, ограниченные поверхностями 
снаружи — шара с тремя дырками, изнутри — тора, в расположениях, ука- 
занных на рис. 221—223, в Е, изотопны. 


Рис. 221. ри 222. Рис. 223. 


111. Показать, что трехмерные куски, ограниченные поверхностями, 
изображенными на рис. 224—225, изотопны в Е.. 
"и . 


Рис. 224. 


Рис. 296. Рис. 227.° х Рис. 228. 


112. Известно, что трехмерный кусок, снаружи ограниченный тором, 
& изнутри шаром, гомеоморфен куску Е; внутри шара, изнутри ограни- 
Геометрил ч. 1. а: 4 
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ченному тором !); показать, что можно, преобразуя эти куски, кривую 
А рис. 229 обратить в кривую В рис. 280—232. 


Рис. 229. Рис. 250. Рис. 231. Рис. 232. 


113. Показать, что трехмерные куски, ограниченные с одной стороны 
сферической поверхностью, с другой — заузленным тором, как это изоб- 
ражено на рис. 233 и 234, гомеоморфны. 


Рис. 233. Ряс. 231. 


114. Показать, что трехмерные куски, ограниченные двумя торами 


(рис. 235—237), гомеоморфны инверсионному трехмерному простран- 


ству, ограниченному двумя торами, заплетенными способом, изображен- 
ным на рис. 238, а также куску’ на рис. 239. 


Рис. 235. Рис. 236. Рис. 237. 


Рис. 238. Рис. 239. 


_ 1) Геёзсне+2, Ала!уз5 $Нив. 1924, стр. 149, 
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115. Показать, что трэхмерные куски, ограниченные двумя торами, 
как это изображено на рис. 240—242: 1) гомеоморфны ичверсионному 
пространству, ограниченному заплетениыми торами рис. 243, 2) гомео- 
морфны куску, ограпиченному ноперхностями рис. 244. 


Рис. 240, Рис. 241. 


Рис. 243. Рис. 244. 


116. Показать, что трехмерные куски, ограпиченные тремя торами, 
изображенными на рис. 245, 246а, 2456, гомеоморфяы инверсяонному 
пространству, ограяиченному тремя запастенными торами рис. 246. 


Рис. 245. Рис. 2458. 


Рис. 2455. Рис. 246. 


р дьныый 
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`` 117. Показать, что трехмерные куски, ограниченные тремя торами, 
изображенными на рис. 247—249, гомеоморфны инверсионному про- 
странству, ограниченному тремя баромейски ') заплетенными торами 


(рис. 950). 


С. 


Риыс. 241. Рис. 248. Рис. 249. 


Рис. 250. 


118. Показать, что трехмерный кусок рис. 251 гомеоморфен инвер- 
сионному пространству, ограниченному баромейски расположенными по- 
верхностями (рис. 252). 


Рис. 251. Рис. 252. 


1) Баромейским заплетением, по предложению Н. Н. Худекова, 
здесь называется расположение в Е, кривых, расплетающихся, если одну из 
них вынуть. 
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119. Показать, что иизерсионные пространства, егряннченные систе- 
мами торов, изображенных на рис. 253 и 2565, соответственно гомео- 


морфны инверсионным пространствам, ограниченным системами торов, 
нзображенных на рис. 254 и 256. 


Рис. 253. з Рис. 254. 
Рис. 255, Рис. 256. 


120. Показать, что ннверсионные простраистга, ограничениые систе- 
мами торов (рис. 257 и 258), гомеоморфиы, что то же обстоятельство 
имеет место и для пространств рис. 259 и 260. 


Рис. 257 Рис. 258. 
Рис. 259. Рис. 260, 
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121. Показать, что инверсионные пространства, ограииченные систе- 
мами торов (рис. 261 и 262), гомеоморфны, что так же гомеоморфны 
пространства рис. 263 и 264, а также рис. 265 и 266. 


Рис. 264. Рис. 265. 


1221). Показать, что инверсионные пространства, ограниченные по- 
верхностями, изображенными на рис. 267 и 268, гомеоморфны, и что 
то же обстоятельство имеет место для поверхностей рис. 269 и 270. 

123. Показать, что симметричное трехмерное пространство, опреде- 
ляемое ограничением тора, при помощи соответственно расположенного 
сферического сечения может быть обращено в кусок трехмерного про- 
странства между двумя концентричными сферами. 

124. Показать, что симметричное пространство, определяемое двумя 
концентричными сферами, соответственно расположенным линейным сече- 
нием может быть обращено в кусок трехмерного пространства, ограни 
ченный тором. 


1) Задача А. А, Маркова (1929). 
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Рис. 267. Рис. 263. 


Рис. 269. Рис. 270. 


125. Показать, что два указаниые в задачах 123 н 124 сечення пред- 
ставляют вместе снстему сеченнй, обращзющих эги семмстричные про- 
странетва в элементарно-связанный трехмерный кусок, и что в исходном 
пространстве сфера и окружность так расположены, что окружность 
пересекаст сферу только в одной точке. 

126. Показать, что симметричные пространства с ограничениями сферой 
н тором Грис. 271 и 272) гомеоморфиы. 

127. Показать, что симметричные пространства рис. 278—277 гомео- 
морфны; какие еще гомеоморфизмы здесь возмолины? 


ви. 


4 
Рис. 274. 


Рис. 275, 
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128. Показать, что симметричные пространства рис. 278 и 979 го- 
меоморфны. 


Рус. 2 8. Рис. 279. 


| 129. Показать, что симметричные пространства рис. 280—282 гомео- 
1 морфны симметричному пространству рис. 283. 


-ъ 3 


Рис. 282. Рис. 283. 


ИИ 130. Показать, что возможно для симметричиого пространства, опре- 
Зе деляемого сферой (трехмерная сфера /7,), двулистное риманово предста- 
вление с одной простой линией разветвления, соединяющей листы, и про- 
стой купюрой, ограниченной этой линией разветвления. 

131. Показать, что симметричное пространство с ограничением в виде 
тора может быть представлено в двулистной форме с двумя линиями 
разветвления /7,’ и 1/1,” (рис. 284) и купюрой А. 


# 
у 


Рис. 284. 
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132. Найти для симметричных пространств рис. 285—287 римановы 
представления. 


Рис. 285. Рис. 286. Рис. 287. 


133. Показать, что трехмерные пространства, имеющие диаграммы 
внда рис. 288—290, гомеоморфны. 


© ©5 652 


Рис. 288. Рис. 289. Рис. 290. 


134. Показать, что два трехмерные пространства, заданные диаграм- 
мами рнс. 291 и 292, имеют лвулистное представление с одной простой 
лннией разветвления. В чем различие этих представлений? Установить, 
что эти пространства гомеоморфны. 


Рис. 291. Рис, 292. 


135. Показать, что пространства, заланные днаграммами, изображен- 
ными на рис. 293 и 294, гомеоморфны. 


Рис. 293, Рис. 294, 
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136. Показать, что пространства, заданные диаграммами, изображен 
ными на рис. 295 и 296, гомеоморфны (цифрами отмечены две кривые 
диаграммы). Показать, что оба пространства кроме того гомеоморфны 
трехмерной сфере‘). 


Рис. 295. Рис. 296. 


137. Показать, что ‘пространства, заданные диаграммами рис. 297 
и 298, гомеоморфны ?). 


Рис. 297. Рис. 298. 


138. Показать, что пространства, определенные диаграммами изо- 
браженными на рис. 299 и 300, гомеэзморфны. 


РИС. 299. Рис. 300. 


‚) Последчее обстоятельство было установлено А. А. Марковым. 
2) Задача А. А. Маркова. 
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139. Найти зиманокы представления пространств, заданных диаграм- 
мами рис. ‹О0Е—303. 


рик. 201. рис. 309. Рис. 303. 


1401). Найти дкаграмыу двулистного риманова пространства с двумя 
занлетенными линиями разветвления (на рис. 304 — изображена купюра, 
ва рис. 305 -— лнвии разветвления). 


кс, З0 Рис. 305. 


141. Возьмем в Ё, куб; образуем из него замкнутое трехмерное 
пространство простым отождествлением иротивоположных граней. Найти 
диаграмму его. 

142. Найти днаграмму трехлистного риманова пространства, купюры 
разветвления которого изображены на рис. 306. 

143. Найти риманово нренставление для пространства © диаграммой, 
нвображенной на рис. 307. 


Рис. 306. Рис. 307. 
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144. Если склеить симметричные относительно центра шара точки его 
поверхности, ‘то получим пространство, гомеоморфное проективному 


‚ трехмерному пространству; доказать, что оно ориентируемо. Найти его 


диаграмму 1). 

144 61$ *). Построим замкнутое трехмерное пространство из шара 
путем следующего отождествления точек его поверхности. Разобьем ее на 
четыре части (рис. 308) — 0123498, 8076549, 01267 и 32654; склеива- 
ние их определим заданием закона отождествления контуров 


0123498 =8076549, 
01267 = 32654. 


Найти диаграмму этого пространства. 


Рис. 308. Рис. 309. 


145. Установим закон склеивания поверхности тора слелующим об- 
разом: рассматриваем его меридиональное сечение — оно дает две окруж- 
ности; точки их подлежат склеиванию соответственно схеме рис. 309; 
указанным способом склеиваются точки каждого меридионального сече- 
ния. Показать, что после склеивания из пространства внутри тора по- 
лучим двойное (симметричное) пространство, притом такое, что кривая Д, 
расположенная до склеивания, как указано на рис. 310 а, после склеивания 
примет вид, указанный на рис. 310). 


Рис. 310а. Рис. З10Б. 
прочие : 
1) Задача Ноёе!11п$, 1. с. 


3) Построение взято из статьи Кге1пез$, иг КоприсНоп бег Рошсаге- 
Вацше. Ра]. Кепа. 56, 1932, стр. 277 — 280, 


з) Задача А. А. Маркова, 
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146. Найти диаграмму трехмерного пространства, полученного из 
трехмерной полостн, ограниченной двумя концентричными сферами, склен- 
ванием днаметрально РаспоОденыы точек нх поверхности согласно 
схемы, рис. 311. 

147. Построим замкнутое трехмерное пространство из внутренности 
тора следующим образом: склеим диаметрально расположенные точки 
иеридиональкых круговых сечений его поверхкости. Найти диаграмму его. 

148"). Рассмотрим кусок трехмерного пространства между двумя 
коаксиальными торами (рис. 312); обратим его в замкнутое простраи- 


Рис. ЗИ. Рис. 312. 


ство путем скленвания границ его способом, схематнчески изображенным 
на рис. 313: кривые а склеиваются са’, В с В; существенно то, что 
направление в обоих случаях обратное. Найти риманову форму полу- 
ченного пространства. 

149. Возьмем исходным такой же трехмерный кусок; заком склеи- 
вания возьмем другой (рнс. 314). Найти, какова в этом случае будет 
риманова форма полученного замкнутого пространства. 


5». 


& 
А. 


Рис. 313. Рис. 314. 


150. Установить гомеоморфизм римановых пространств с простыми 
купюрами, линии разветвлений которых изображены на рис. 315—318; 
первое пространство двулистно, второе трехлистно и т. д. 


о @ < (2009 


{223 42 = 23. 1391145 


Рис. 315. Рис. 316. Рис. 317. Рис. 318. 


*) Задёч: 138 и 149 заимствованы у Нофе11п5, 1. с. 
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151. Убедиться, что римановы пространства, купюры которых изобра- 
жены на рис. 319 и 321, гомеоморфны. Линии их разветвлений соответ- 
ственно даны на рис. 320 и 822; первое трехлистное, второе дву- 


листное. 


Рис. 3139. Рис. 320. Рис. 321. Рис. 322. 


152. Показать, что римановы пространства, линии разветвления ко- 
торых даны на рис. 322 а, 324 и 326, купюры со. тзетственно на рис. 325, 
325 и 327 — гомеоморфны. 


2 


ТР 


Рис. 322а. Рис. 323. 


Рис. 325. Рис. 396. Рис. 327. 


153. Установить гомеоморфизм римановых пространств с купюрами 
рис. 323 и 830; линии разветвлечия соответственно даны на рис. 329 
и 331. 


Рис. 328. Рис. 329. 
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Рис. 331. 


154. Показать, что двулисиюе риманово пространство с купюрами 
рис. 332 гомеокорфно лвулнстному пространству рис. 334; линии раз- 
вствлений ссответственно даны на рис. 833 и 335. 


Купюра рис. 334 состоит из двух поверхностей вида рис. 336, вложенных 


одна в другую, 
2. очниавьннаяте- 


й 


Бис. 835. Рис. 833. 


Рис, 334. Рис. 335. Рис. 336. 


155. Найтн другое двулистное риманозо представление двулистного 
риманового иространства,’линнн разветвлення которого даны на рис. 337, 
а кучюра— ма рис. 338. 


^ Рис. 337. рис. 338. 
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156. Показать, что два четырехлистных римановых пространства, 
купюры разветвлений которых даны на рис. 339’ и на рис. 340 и 341, 
гомеоморфны. 

У последнего для ясности отдельно изображены на рис. 340 купюры, соеди- 


няющие первый-второй и второй-третий листы, и на рис. 341 купюры второго, 
третьего и четвертого листов. 


Рис. 340. Рис. 341. 


157. Показать, что два четырехлистных римановых пространства, 
имеющие купюры рис. 342 и 343, гомеоморфны. 


Рис. 342. 
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. ГЛАВА 1\. 
ВОПРОСЫ „-МЕРНОЙ ТОПОЛОГИИ, , 


В залачах этой главы в первой частн рассматриваются основные 
понятия так называсмой алгебраической топологыи: понятие 
алгебранческого комплекса, цикла, гомологни и фундаментальной группы. 
Остановимся сначала на определениях. 

Пусть дано т-мерное евклидово пространство @„, с декартовыми 
координатами х;, х.,...,х,; пусть имеем 1 


Пал ольха ть Чавке, Эна) 


независимых точек пространства @„, не лежащих в одном @, ;; тогда 
для точек (х, х,....хт), принадлежащих @,, для которых система 


уравнений 
А 
р @уУ;==Хр ово) 
Е 
У у =1 
2—1 


Разрешима относительно у, будет определена система (2-Е 1) незави- 
симых вещественных чисел у, которые представляют барицеинтри- 
ческие координаты точки * (х;) пространства @, относительно 
точек РА, 

Назовем Ё-симплексом $„ определяемым точками Р/(=1, Зе 
&--1), множество всех точек пространства @,, барицентрические коор- 
данёты которых относительно точек Р’ положительных {-мерной 
гранью (=) симслекса $, определяемого точками РУ И 
#--1), будем называть всякий симплекс, определяемый системой (1-1) 
точек Р’; 0-мерные грани будем называть вершинами; 1-мерные 
грани —ребрами. Совокуиность точек, принадлежащих граням снып- 
лекса размерностей меньших А, образует его границу. 

Назовем п-клеткой Б„ множество, гомеоморфное л-симплексу; 
("—1-сферой Л,, назовем множество, гомеоморфное границе 
п-симплекса; п-элементом иазовем множество, гомеоморфное замыканню 
п-симплекса !). 

Назовем симплициальным полиэдром такую конечную 
совокупность симплексов в № что: 1) никакие два симнлекса этой со- 
вокупности не имеют общих точек, 2) если какой-либо симплекс при- 
надлежит совокунности, то и все его грани принадлежат совокупности; 
симплсексы симплициального нолиэдра называют его гранями. Сим- 
плициальным комнлексом называют всякое пространство, гомео- 
морфиое симилициальному голиэдру. Тонологическое отображение поли: 
эдра на комплексе определяет разбиение последнего на клетки, 


1) Ввсденные ранее эзсментарпые куски $,, 5, и $5, суть в сущности одно- 
мерные, двумерные и трехмерные элемешты. Определения сферы в обоих 
случаях совпадают. » 
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И соответствующие граням полиэдра. Говоря об элементах комплекса, будем 
й иметь в виду некоторое его разбиение подобного типа. 

и Пусть РЁ, и Е,„_,‚— клетки комплекса; будем говорить, что Е, _ь 
ограничивает клетку Е,„, если симплекс полиэдра, соответствующий 
ИЯ клетке Е„_» является гранью симплекса, соответствующего клетке Е„- 
‚Симплициальный комплекс вполне определяется заданием всех таких пар 
(Е, Е„_в), что Е„_ь ограничивает Е„ — заданием отношения огра- 
ничения. 

Определим элементарное подразделение симплициального полиэдра. 
Возьмем точку Р полиэдра , принадлежащую симплексу $, определяе- 
мому точками (Р!, Р®,..., РЁ+!); рассмотрим один из симплексов 5", 
ограничиваемых симплексом 5; пусть он определяется точками 


лы. ВАЗ А А Е 
построим (&--1) симплексов 


И ВЕ ОН. 


каждый симплекс из совокупности 5' заменим (Ё -- 1) симплексами этого 
вида; присоединяя грани новых симплексов, получим новый симплици- 
альный полиэдр %', совпадающий со старым % как точечное множество. 
Операцию перехода от 33 к }3' будем называть элементарным под- 
разделением полиэдра. 

Внутренним преобразованием полиэдра назовем последо- 
й вательность элементарных подразделений и действий, обратных им. То- 
пологическое отображение полиэдра на комплексе дает возможность 
| перенести эти операции на последний. 
Назовем размерностью полиэдра наивысшую из размерно- 
1 стей его симплексов. Размерностью комплекса назовем раз- 
мерность гомеоморфного ему полиэдра; по теореме об инвариантности 
числа измерений, комплексу будет таким образом всегда соответствовать 
одна и та же размерность. 
| | Комплекс называется связным, если он не может быть пред- 
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ставлен как сумма двух (не пустых) комплексов без общих точек. 
Будем говорить, что и-клетка Е, (Р', Р»,..., Р"Т') комплекса С; 
противолежит вершине Р этого комплекса, если комплекс С, со- 
держит (п-|- Г)-клетку Е’... (Р!:, Р®,..., Р"*1 Р). 
] Будем называть п-мерным многообразием связный и-мерный 
комплекс, если клетки, противолежащие любой его вершине, образуют 
| или (пП— 1)-сферу, или (п — Г)-элемент. Если клетки, противолежащие 
любой его вершине, образуют (п — 1)-сферу, то п-мерное многообразие 
| называют замкнутым. Одномерная сфера есть единственное замкнутое 
одномерное многообразие !). 
| Пусть / есть однозначное и непрерывное отображение комплекса С’ 
в комплекс С; будем рассматривать такие отображения, когда каждая 


‚клетка комплекса С’ топологически отображается на клетку комплекса С. 
‚ [Рассмотрим два отображения } и Г одного комплекса С’ в ком- 
| 
. 


| 1) Отрезочные комплексы суть связные одномерные комплексы; 
и ‘поверхности суть двумерные многообразия. 
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плекс С; пусть всякому значению параметра 2 межлу 0 и 1 соответ- 
ствует отображенне /, такое, что Д, = и Д=Х, и что У, (х) непрерывно 
зависит от парамстра # и от точки х комплекса С’. Если существует 
такое семейство отображений, то мы будем говорить, что отображенкя ] 
н/ гомотопны в С. 

Всякое топологическое отображение комплекса С ина самого себя 
будем называть автоморфизмом комплекса С. Будем говорить, 
что автоморфизи 1 комплекса С есть автоморфизи типа тожде- 
ства, если существует система автоморфизмов ], где #— параметр, 
принимающий значения от 0 до 1, причем /, тождествениое отображе- 
ние, /, = н (хх) непрерывно зависит от параметра { и точки х комп- 
лекса С. Пусть С’и С" — подкомилексы комплекса С: будем говорить, 
что комплексы С’и С” изотопны в С, если существует автоморфизы 
комплекса С типа тождества, нереводящий С’ в С". 

Рассмотрим симилипиальный комилекс К; клетки его будем считать 
как-то ориентированными; ориентацию определим следующим образом: рас- 
смотрим всевозможные последовательности вершин 4-клетки; при 4 _>0 
они разбиваются на два класса последовательностей; посдедовазельности * 
одного класса получаются друг из друга путем четной перестановки, 
последовательности разных классов — пугем ‘нечетной перестановки. 
Эти классы последовательностей вершин назовем ориентациями 
4-клетки. Орнентированной клеткой будем называть клетку 
с указанием ориентации. Для единообразия терминологии под ориенти- 
рованной О-клеткой будем понимать вершину комплекса. 

Будем говорить, что Е, ограничизает а. если последо- 
вательность вершии 4-клетки Е,(Р' Р\1,...,Р?Т+*) вместе с непринал- 
лежащей ему вершиной Р- клеткн Е,,; образует последовательность 
(2, Р, Ра,..., РТ*"), являющуюся соответственно -= или — последо- 
вательностью вершин клетки В... 

Из ориентированных клеток будем составлять пелокоэффициеитные 
формы. А лгебраническим комплексом назовем 


Л 
— У, 
С.= АЕ). 
Простейший алгсбраический комплекс ссть орнентированный симплекс. 


Всякая орнентированиая клетка Е. опоеделяется ипоследовательность:о 
свонх вершин (Р', Р,..., Р?*'), условимся записывать это гак: 


Б.-=(Р, Р8,..., Р?*1), 


Граннцей клетки Е., определяемой этим условным равенством, 
будем называть алгебранческий комнлекс 


4—1 


ввр= У(р,... РН, ры, ... ре) (— 1; 
2= 


границей алгебранческого д-комплекса ‚= УЕ на- 


зовем (4—1 Г) комплекс 
в(ср= Увк (=) 


= КУ. - 
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1 Из определений непосредственно вытекает, что сумма границ есть 
Е граница. Заметим, что здесь граница определена в несколько ином 
смысле и притом как комбинаторно-алгебраическое понятие; выше гра- 
та ница была определена как точечное множество. 

р Алгебраический 4-комплекс называется 0-циклом, если его граница 
ВЫ равна нулю; граница 4-клетки, а также граница алгебраического 4-ком- 
; плекса есть (а — 1)-цикл; сумма циклов есть цикл; если кратное комплекса 
цикл, то и сам комплекс цикл. 

Алгебраический 4-комплекс О, называется делителем границы, 
| если #0, есть граница. Всякий делитель границы есть цикл. Сумма 
м делителей границы — также делитель границы. Простейший пример дели- 
| теля границы представляет прямая проективной плоскости; нетрудно убе- 
И диться, что на ней цикл Г представляет делитель границы, так как цикл 2Г 
И образует границу (рис. 344). 
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Рис. 344. РИС, 345. 


Если 4-цикл Г 
логичен нулю: 


о В К есть граница, то говорят, что цикл гомо- 


Г. 0, 


например на поверхности тора (рис. 345) цикл Г’ гомологичен нулю, 
Г" не гомологичен нулю. На сферической поверхности всякий Цикл 
ы гомологичен нулю. Если 4-циклы таковы, что Г’ — Г.’ 0, то гово- 
рят, что циклы гомологичны Г, Г; циклы "и Г” на по- 
верхности тора (рис. 345) негомологичны; циклы Г, Г’и Г” на поверх- 


ности, изображенной на рис. 346, довлетворяют гомологии 
) 
Г.Г" —- ты 


Рассматривая линейные формы в ориентированных симплексах, коэф- 
фициенты которых суть вычеты по модулю т, совершенно аналогич- 
ным образом можно определить понятия алгебраического комплекса, гра- 
ницы, цикла и гомологии по модулю т. Интересно, что при модуле 

— 2 понятия алгебраического комплекса и границы можно ввести, не 
пользуясь ориентированными клетками ). 

Естественно, что при введении модуля топологические отношения 
могут изменяться; например по модулю 2 цикл Г (рис. 344) уже будет 
гомологичен нулю ГО (то. 2). Если взять круг и склеить точки 
окружности его так, чтобы на отрезок ее АБ наложились все осталь- 


1) Этот прием проведен у УеШеи, |, с. 
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ные А частей окружности (рис. 347), отождествляя систему вершии 
всякого правильного А-угольника, впясанного в круг, то получим. ком- 
плекс (это не будет многообразие, потому что по ребру АВ сходится № 
2-клеток) с циклом например СС’, гомологичным нулю по модулю 
В и негомологичным нулю по всякому модулю, взаимно простому с №1. 

Алгебраические комплексы С, как линейные формы образуют абе- 
леву группу Я. имеющую конечную проязводящую систему элемен- 
тов (орнентирозанные (-клетки Е.,). Если элементы не связаны линей- 
гым отношением, булем их пазывать независимыми. Наибольшее 
число независимых элементов группы иазывается рангом. Грунна Я, 
имеет конечный ранг. 

4-циклы также образуют группу @, подгрупну группы ®,;}; делители 
границ —груплу %., полгрунпу групины ©, и наконец границы — группу 
„, которая является подгруппой группы ®.; таким образом получается, что 


свя, 


элементы вссх этих групп бесконечного порядка. Ранги групп Л. и? 


равны. ь 
Я 
Рис. 346. Рис. 347. 


Как известно, абелегу группу конечного ранга можно разложить по 
своей подгруппе, причем нолучающаяся система вычзтов образует абе- 
леву группу с конечным чисяем производящих элементов. Разлагая 

Г: . ; 5 
группу ©, по ее подгруппе №» мы получим группу гомологии 


[6 
$ 


элементами которой будут классы вычетов по группе %„. Назовем базой 
систему производящих элементов труппы; ‘на нлоском кольце всякий 
одномерный алтебраический цикл с некоторыми коэффициентами гомо- 
логичен внешнему контуру его и никакое кратное ‘контура негомоло- 
гично нулю. Одномерная групла гомологни — свободная циклическая 
трупиа с базой гомологни из одного элеменга. Проективная плоскость 
„имеет также базу из одного элемента — проективной прямой; на проектив- 
ной плоскости два класса одномерной гомологии. На поверхпости, изо- 
браженной на рис. 348, все одномерные циклы можно разбить ва 
классы гомологий с базой, состоящей из двух произволящих элементов, 
папример Г’и Г"; цикл Г. 2”, цикл Г" Г" ит. д. 


1) С». задачу 173 Ы5, 
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Классы гемологий 04-циклов комплекса К образуют 9-мерную 
группу 

РЕ^ 

ЩЕ 


группу Бетти; ранг этой группы называется 4-мерным числом 
Бетти. 

Одномерное число Бетти для замкнутой поверхности рода р равно 
р—1; двумерное число Бетти для замкнутой поверхности рода р будет 
1 или 0 в зависимости от того, будет 
ли поверхность ориентируема или нет, на- 
пример для поверхности тора ое 
р. =2; р. ==1; аналогичное имеет место и 
для п-мерных замкнутых многообразий, для 
П»: Ро ==1; Р, ==1, остальные нули. Олно- 
мерное число Бетти для (р- 1) - связной 
плоской области (рис. 348, где р==2) 
равно р. Для замкнутой ориентируемой 
поверхности рода р одномерная группа Бетти есть группа с базой из 
Эр классов гомологий системы канонических кольцевых сечений. 

Разлагая группу %, по ее подруппе Хо мы определим группу 
кручения 


< 
Фр, 


эта группа конечная; инварианты ее — элементарные делители — называ- 
ются коэффициентами кручения. Группа кручения состоит из 
всех элементов группы гомологни. конечного порядка. 

Группа гомологии представляется как прямая сумма группы кручения 
и группы, изоморфной группе Бетти; отсюда следует, что структура 
группы гомологии вполне определяется соответственным числом Бетти и 
коэффициентами кручения. 

Неориентируемые замкнутые поверхности имеют отличную от нуля 
одномерную группу кручения, что представляет частный случай теоремы: 
(п—1)-мерная группа кручения замкнутого неориентируемого 7-мер- 
ного многообразия представляет конечную группу порядка 2, в то 
время как ориентируемое М, не имеет (п — 1)-мерного кручения. 

Назовем непрерывным путем в комплексе К непрерывное отоб- 
ражение ориентированного ]-элемента; образы начала и конца 
элемента будем называть началом и концом пути. 

Пусть О — произвольно фиксированная точка связного комплекса К; 
рассмотрим непрерывные пути, начало и конец которых расположены 
в точке О; множество этих путей делится на классы гомотопных непре: 
рывных путей; построим из классов гомотопных путей группу; умноже- 
ние классов определим следующим образом: пусть Аи В — классы гомо- 
топных путей; возьмем путь @ из А ипуть 6 из В, причем пусть а отображение 
1-элемента а, в — 1-элемента В; возьмем ориентированный 1]-элемент 7; 
внутренней точкой Р разобъем его на две части а’и В’, которые также 
будем рассматривать как ориентированные элементы; ориентацию их 
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согласуем с ориентацией + так, чтобы начало а’ совпало с началом у, 
а конец В с концом 1. Определим топологическое отображение й 
]-элементов а’ на а и топологическое отображение х 1-элементов В8' на 3, 
сохраняющее ориентацию. Теперь определим непрерывное отображе- 
ине с ориентированного 1-элемента 1 в комплекс К’ так: при х, при- 


наллежащем 2’, 
с(х) = а(Кх)}, 


сх) = 6х); 

принимая во внимание, что концы и начала непрерывных путей а и & 
совпадают с точкой О, нетрудио убедиться, что определенное таким 
образом отображение с однозначно и иепрерывно, т. е. является непре- 
рывиым путем в комплексе А, причем начало и конец этого пути также 
совнадают с точкой О. Этот путь принадлежит некоторому классу гомотон- 
ных непрерывных путей С. Легко показать, что полученный таким об-' 
разом класс путей С зависит только от классов Аи В и не зависит ` 
от выбора „представителей*® этих классов а и 8: класс С назовем про- 
изведением классов 4 ниБ, 

При таком определении произведения классы гомотопных непрерыв- 
ных путей образуют группу. Каков бы ни был связный комилекс К, 
группа не зависиг от выбора точки О. Эта групиа называется фунда- 
ментальной группой комплекса А ‘или группой Пуан- 
каре. ы 

Роль единицы в ней играет класс непрерывных путей, сводящихся в 
точку; перемепа ориентации превращает всякий класс иепрерывных пу- 
тей в обрагный ему класс. В простейших случаях, например симплекса 
5„ клетки Е, или сферы П., группа Пуанкаре состоит только из еди- 
ницы. Для поверхности тора фундаментальная груипа бесконечная абе- 
лева с базой из двух производящих элементов; для орнентируемой по- 
верхности рода больше сдиницы она перестает быть коммутативной, но 
производящие элементы группы связываются соотношением 


при х, принадлежащем 3', 


Вы =1. 


Назовем комбинаторным путем конечную последовательтость 
орнентированных замыкания ребер Е;? (7== 1,2,...,4) комплекса К’ такую, 
что прн всяком & от 1 ло 4, конец Е;! совпадает с вачалом Е! +1, 
Всякий такой комбинаторный путь можст быть рассматриваем и как не- 
прерывный путь; для эгого надо  полразделить орнентированный 
1-элеменг а на 1-элементы а’ (1=1, 2,... 4), расположенные на а в 
порядке возэастания 2 и орисигированные так, что при всяком # от 1 ло 
4—1, коне совпажает с началом «Ни начало а’ совпадает с на- 
чалом а. Пусть а’ -— топологическое отображение ана замыкание Е,!, 
сохраняющее орнеитацию; определим отображение @ 1-элемента а в 
комплексе А’ так: при х, принадлежащем о а(х) = ах) ( И 
Отображение а однозиачно и иепрерывно и является непрерывным путем 
в комплексе К’. 

Возьмем теперь точку О в одной из вершин комплекса К, тогла ис- 
труцно убедиться, что всякий непрерывный путь гомотопен комбинатор- 
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ному пути и поэтому при построении фундаментальной группы доста- 
точно ограничиться рассмотрением только комбинаторных путей. Необ- 
ходимые и достаточные условия гомотопии комбинаторных путей аи 6 
состоят в том, что от пути а к пути 6 можно перейти конечной после- 
довательностью преобразований трех типов : 1) заменой замыкания ребра Ё\, 
последовательностью двух ориентированных замыканий ребер ЕЁ; и Вы 
где алгебраический комплекс (Е, — Е, —Е,‚’) является границей 
2-клетки, 9) отбрасыванием пары последовательных ребер Е; и Е 
совпадающих и противоположно ориентированных, 3) преобразованием 
обратным (2). 

Фундаментальная группа окружности свободная и циклическая; такая 
же группа У плоского кольца, у внутренности тора '). 

Фундаментальная группа характеризует гомотопные свойства путей. 

Переходя к дальнейшему, необходимо сказать, что хотя все эти по- 
нятия фундаментальной группы, группы гомологии и т. д. представляют 
инварианты комплекса, однако они не образуют полной их системы; так 
Пуанкаре дал пример трехмерного пространства с группой гомологии как 
у сферы, но с фундаментальной группой, отличной от единицы; Алек- 
сандер дал пример двух негомеоморфных трехмерных пространств с оди- 
наковыми фундаментальными группами. 

Дальнейшие задачи этой главы имеют содержанием определение то- 
пологических свойств пространств, заданных различными способами — 
определение замкнутости, связности, ориентации и т. д., наконец по- 
мещены задачи, где рассматриваются вопросы, касающиеся узлов и за- 
плетений в В, при п_> 3. 
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158. Доказать, что на замкнутой орнентируемой поверхности рода 
р(р>>!) кривые аб:а; '6;' гомологичны нулю, но в точку не сводятся. 


На поверхности тора они в точку сводятся или, другими словами, гомо- 
топны нулю. : ( 


1) И вообще у топологического произведения окружности и п-элемента, 
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158 615. Показать, что на замкнутой орнентируемой поверхности 
с тремя дырками, изображенной па рис. 349, имеет место гомология 
а. 

159. На поверхности тора цикл Г не-->0 (рис. 350). К тору (рис. 
350а) с вырезанным куском, ограничениым кривой 92, по кривым Ги 2 
присоединяется трубка так, что получается комплекс, изображенный на 
рис. 351. 

Показать, что на таком комплексе цикл Г гомологичен нулю. 


Рис. 350. Рис. 350а. Рис. 351. 


160. Поверхность тора превращается в комплекс присоединением 
трубки нначс: оден конец как в предыдущей задаче, а другой к мерн- 
днональной кривой тора. 

Показать, что циклы Г и Г’ (рис. 352) гомотопны, по в точку не 
сводятся. 

160 6:5 '). Построим ‘пространство из октаэдра, склеивая противопо- 
ложные грани его соответственно рис. 352 а, где в стереографической 
проекции дано изображение поверхности октаэдра. 


Рис. 352. Рис. 352а. 


Показать, что ребра а, 6, с, 4 гомологичны пруг другу н не го- 
мологичиы нулю, но что каждое трижны новторенное гомологичио нулю. 

161. Показать, что в трехмерном симметричном пространство, опреле- 
ляемом ограничениями Г", Г, ]*,..., Г”, при соответствующей ориента- 
ции 2-циклы Г удовлетворяют гомологии 


$ 5.0. 


- а АА №№ 169 Ы5, 173 Ы5, 173 Ь5, 177 занмствопаны у Зе1Ёег& & Тнге1- 
а е: 
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162. Показать, что 2-цикл Г в симметричном М. (рис. 353), концен- 
тричный внутреннему ограничению и расположенный в одной из его 
полостей, не гомологичен нулю. 


163. Показать, что в двулистном римановом пространстве с купюрой 
лентой Мёоиуса 2-циклы Г’и Г" (рис. 354 и 355) гомологичны нулю. 


э- 


Рис. 353. Рис. 354. Рис. 355. 


164. Найти базы гомологии для пространств дополнительных к кри- 
вым, изображенным на рис. 356—359. 


о Фо ® 


Рис. 356. Рис. 351. Рис. 358. Рис. 359. 


155. Найти одномерное число Бетти для трехмерного пространства 
дополнительного к (р--1)-связной плоской области. 

166. Найти числа Бетти для трехмерных пространств: 1) ограничен- 
ного двумя концентричными сферами, 2) ограниченного двумя коаксиаль- 


‚ными торами. 


167. Найти числа Бетти для замкнутого пространства, определение 
которого дано в задаче 147. 

167 61$. Построим. замкнутое /ЛМ. из додекаэдра, отождествляя его 
грани, как указано на рис. 360, где в стереографической проекции дано 
изображение поверхности додекаэлра. 

Найти числа Бетти и фундаментальную группу. 

168 '). Найти числа Бетти для симметричных трехмерных чространств 
1) между двумя концентричными сферами, 2) между двумя коаксиаль- 
ными торами. 

169. Найти базу гомологии для симметричного трехмерного простран- 
ства, определяемого двумя коаксиальными торами. 

170. Доказать, что пространство, заданное диаграммой рис. 361, не- 
гомеоморфно сфере. 


1) Задачи 165—168 взяты у А1ехапагой1, |. с,, стр. 44—46, 


ра 
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Рис. 262. Рис. 361. 


171'). Пусть многообразие Л, определяется диаграммой, поедстав- 
ляющей тор с характеристической кривой а6* (на рис. 362 изображена 
днаграмма, соответствующая случаю А = 3). 

Определить кручение многообразия А4.. 

172*). Устаиовим следующий закон отождествления поверхности тора. 
Возьмем меридиональное сечецие тора илоскостью Р (рис. 363). Склеи- 


Рис. 362. Рис. 363. 


вать булем мерндианы тора, сииметрично расположениые относительно 
плоскости Р. Пусть © — долгота тора, отсчитываемая по стрелке от 
меридиана //,, ®— широта тора, отсчитываемая вдоль мериднана, как 
показано стрелкой на рис. 363; началом широт можно взять например 
олин из экваторов тора; отождествление симметричных мериднанов будем 
производнть с поворэтом так, чтобы совпадали точки ($, $} и 


Г 2 
(5 о Ф-- -ь: }› где О==ф= я и А — целое чнело. 


Показать, что после склеивания из пространства внутри тора полу- 
чнится замкнутое трехмерное многообразие. Определить его кручение. 

173 3). Построим в 2, (х, у, 2) куб с вершинами А, В, С,), А’,В'С',О’, 
нмеющими координаты: 


А (0,0,0), А" (0,0,1), 
В (0,1,0), В’ (0,1,1), 
Са,0,0)}, С" (1,0,1), 
2(1,1,0), О’ (1,1,1). 


*) Гейзснейх, [7Апауз5 5Нц$, 1924, стр. 9. 
2) Задача А. А. Маркова. 
ы Иример взят у Ро псагё, Те пример 3, стр. 66. 
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В Найти коэффициенты кручения и числа Бетти для замкнутого трех- 
© мерного пространства, которое получается следующим отождествлением 
И граней куба: 
ЗН ь Ру ! 
1 АВОС== В'Р’С’А'; АВВ’'А' = С'СЬБ'; АСС'А' = ОР'В'В. 
ий, 
|. | | 173 51$. Построим из круга на Е. комплекс, склеивая в одну К то- 
№ ! о 
и: п 
| р чек окружности его, отстоящих на расстоянии —_; показать, что фунда- 
г ментальная группа комплекса будет циклическая порядка ^ и что комп- 
5 у у 
Ив лекс гомеоморфен комплексу, имеющему комбинаторную схему 
| у $1 =(Р',Р*, $ = РР)”; $1 == ($5,,5:), 
. ест ©)" Е (<1 Г. 
| | 53 ==. ‚1 ”) у®®®у в Е ору }}. 
| 
р 173 БЬ. Показать, что группа с соотношением 
1 $ 
р р 1 — 
Н изоморфна группе с соотношением 
| с С ооФ Сре: | бат! ео бр Е 
ИВ 174. Построить для пространств, заданных диаграммами, изображен- 
Й ными на рис. 364 и 365, фундаментальные группы. 
д 
| 
{ 


я Рис. 364. 
й 
в 
| 
И: 
И г 
\ . 


Рис. 365. 
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175. Показать, что негомеоморфные пространства, заданные пнаграм- 
мами, изображенными на рис. 366 и 867, имеют изоморфные фундамен- 
тальные групны. 


Рис. 366. Рис. 367. 


176. Построить фундаментальшучо группу для пространства, заданного 
диаграммой рис. 368. Найти для него группу гомологни. 

177. Постронм правильную пи- 
рамиду на р-угольцик; нрякленм 
к ней снизу по основанию такую же 
пирамиду. Отождесгвим боковые 
грани верхней и нижней пирамнл, 
ндентифицируя точки верхней гра- 
ни с симхетричными, относительно 
общего основания пнрамнд, точ- 
ками той нижней грани, которая 
окажется под верхней после пово- 
рота пирамнлы около ее верти- 


274 
кальной 05и на угол р где 
(р, 4) =1. 

Найти фундаментальную группу такого бипяракидального пространства. 
178. Доказать, что поверхность тора в Е, (х,у,2,ё) 


Рис. 368. 


э-ну—фл—й—0, 

эру А-В =1 
разбивает трехмерную сферу в Е, 

э-ул-- А-В =1 
на два конгруэнтные тора 

1) я у = 2% -|- АЯ 


2) млза-а. 


р гео Апа1уз15 зНиз 


|. 


| 179. Доказать, что поверхность, заданная в декартовой прямолиней- 
в. ной прямоугольной координатной системе в Ех, у, 2, #) уравнениями 


Га р. | 29 
18 Хх НУ = 2 — 22, 


8. 180. Доказать, что поверхность, заданная в Е;(х, у, 2, #) системой 
. уравнений 


Е 
4 
и 
и 
№: замкнутая и неориентируемая и имеет связность 2. 
|. 
|. ул г — уг, 
$ (2? —Р) = х2, 
у 


гомеоморфна поверхности задачи 1791) 
181. Доказать, что поверхность /М», заданная в Е: (х, у, 2, #) систе- 


| 
16 
| | мой уравнений 
| Е 
| ж— 2х = у (а у) а—27), 
й. =ужгя, 
й. { 
И замкнутая и неориентируемая и имеет связность 3. 
| 7 182. Доказать, что Мо, заланная в Е, (х, у, 2, и, 9, [) системой 
И у 
НЯ 2 —и—9=1 — 2, 
| у =и-9=1—Й, 
в. замкнутая, ориентируемая и имеет связность 3. 
183. Доказать, что система уравнений 


184. Построить риманову поверхность для функции 


растет (2 2-- ИА). 


| | ЕЯ 
в Еь изображает проективную плоскость *). 


| Показать, что поверхность имеет исчислимое количество листов и 

| точек разветвления; найти закон соединения листов. 

185. Доказать, что трехмерное пространство /М., заданное в Б, 
уравнениями 

| 


о «- ^^... ^ 


У - 52 -| 491 —=6(1 — 1?) -- 44? (9°-[ г), 
—=Уж-я, 


й 


>> 


замкнутое и неориентируемое. 


1) См. НИИБен & Сонп-Уоззет, 1. с., стр. 301. 
) Пример Ро1псаге, 1, с., стр. 87. 


‚ 
3 
| 
у 
| 
| 
у 
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186. Доказать, что пространство предыдущего примера гомеоморфно 
симметричному пространству, нмеющему ограничением неориентируемый 
тор (рис. 160). 

187 '). Доказать, что характеристики № и-мерной сферы и А" 
п- мерного проективиого пространства связаны соотношением АГ == №". 

188 3). Доказать, что многообразие пар точек на прямой гомсоморф- 
но плоскости. 

189. Доказать, что многообразие приложелных отличных от нуля век- 
торов на прямой гомеоморфно плоскости без поямой. 

130. Доказать, что многообразие прямых на плоскости гомеоморфно 
внутренности ленты Мёбнуса (множеству точек ленты, исключая кон- 
тур его). 

191. Доказать, что многообразие ок- 
ружностей 77, на плоскости (Ё,} гомео- 
морфно трехмерному пространству (Б,). 

132. Доказать, что многообразие /7„ —1 
в Е; гомсоморфно Ели. 

193. Доказать, что на плоскости мно- 
гообразне всех пенаправленных конечных 
отрезков гомеоморфио многообразию на- 
правленчых. 

194. Доказать, что в трехмезном про- 
странстве многообразия комечных отрезкоа, 
направленных и нсналравленных, * негомео- 
морфны. 

195. Доказать неориентируемость мио- 
гоэбразия всех прямых проективного трех- Рис. 371. 
мерного пространства. 

196. Доказать неорнентирусмость многообразия окружиостей трех- 
мерного пространства. 

197. Доказать, что многообразие троек точек на прямой гомсо- 
морфно Ё.. 

193. Четырехмерный симплекс имеет а, =5; а; —10; аа =1!0 ис, = 
—=5, где @, — число точек, а, — чизло ребер н Т. д.; обратным сму в В, 
будет также симплекс. Найти комплекс, обратный в Е, политопу с а, = 16, 
а, —32, &,==24; аз ==8 (четырехмерному кубу, рис. 371). 

199. Найти другой (кроме симплекса) четырехмервый политоп прн 
условиях; 1} а ==4;; @==а,; 2) линейный комплекс политона должен 
быть графой, двухмерные грави — с одинаковым числом точек в ребрах 
(одинаковое число сходящихся двумерных граней), трехмерные грани — 
< одинаковым Числом двумерных граней, 3) гомсоморфный симилексу. 

200. Доказать, что обратным в Е, п-мерному симплексу будет 
п- мерный симплекс Эл. 

201). Доказать, что для построения 5. в Е» требуется 2+1 —п— 3 
онераций, если даны п -|--1 вершин и соеднисиия двух вершин отрезком, 


1) Взята из кинги бс1{ег# & Тнге!{ а. 
*) Задачи 188—197 даны Н. Н. Худсковым, 
*) Задачн 198—201 взяты у Эсвонфс, 1, с. 


—Аю—А—==——==>.-ж = " ом 
— роль еды р зари, таг еды ыибы Я а ТИЗВИ БЕ ДА Фен о, чинно, 
— Ё..-`--м|ы>——>.-`--^- $9 ыы ы - ы . д.5 
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трех вершин гранью и т. д. считаются операциями построения симп- 
лекса. 

202 1). Возьмем циклическую группу из и точек; будем на них как на 
вершинах строить тетраэдры; предварительно циклически строим на па- 
рах точек ребра и на части троек ребер те грани, которые будут нужны; 
пусть п==6, берем ребро 12; строим тетраэдры 1234, 1245, 1256 и 
6213; берем ребро 923; строим тетраэдры 2345, 2356 (2361 и 1234 уже 
есть), ребро 34 даст тетраэдры 3456 и 3461 (3412 и 2345 уже есть), 
ребро 45 даст только 4561 (4512, 4523 и 3456 есть), ребра 56 и 61 
новых тетраэдров уже не дадут; будем считать у тетраэдров общими 
ребра и грани, ограниченные соответственно одноименными точками и 
ребрами. 


п(п— 3) 
Если будет п точек, то аналогичным способом построим ——— 
тетраэдров: 2 
Требуется доказать, что тетраэдры отбразуют трехмерную сферу. 
Доказать, что это построение дает симплициальное разбиение сферы 
с диэдрической группой преобразований ее самое в себя. 


Рис. 3172. Рис. 313. Рис. 374. Гис. 315. 


203. Возьмем две циклических группы из ри 4 точек; каждую пару 
смежных точек р группы вместе с каждой парой смежных 4 точек при- 
мем за вершины тетраэдров; итого получим р4 тетраэдров; будем у них 
общими считать ребра и грани, ограниченные соответственно одноимен- 
ными точками и ребрами. 

Требуется доказать, что тетраэдры образуют трехмерную сферу. 

Доказать, что это построение дает симплициальное разбиение сферы 
с группой преобразований ее самое в себя, представляющей прямое про- 
изведение двух диэдрических групп порядков р и 0- 

204. Для поверхностей легко дать примеры неизотопных деревьев, 
которые изотопны своему зеркальному отображению или не изотопны ему 
(рис. 372 и 373 — изотопные образцы, рис. 374 и 375 — неизотопные). 

Построить такие примеры для трехмерных и для четырехмерных ком- 
плексов. 

205. Как в Е, расположить окружность //\, чтобы она в одной точке 
пересекла двумерную сферу /7.. 

206. Построить в Е; окружность //, зацепляющую /1.; осуществить 
простейшее взаимное их расположение, не изотопное изолированному. 


1) Отсюда и до конца все задачи 202—215 даны Н. Н, Худековым, 
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207. Построять в Д; запепяение двух двумерлых сфер И, и П,'. 

208. Построить в Ё. двумерный узел А, гомеоморйный сфере 14, ко 
Не изотопный ей в Е, 

209. Построить в Е, узел А., томеоморфный тору. 

210. На заценленных в Е, окружностях ПЛ’ ин Г)” (рис. 376) по- 
строить в Е, ленту Му, ив Е, из точки Р' копус Му’ на//.', и из точки 
Р" конус М," на П,". Доказать, что поверхность 4; == 04, -|- М, М,". 
19) гомеоморфиа сферэ и 2) незаузяена в А,. 


8 


Рис. 376. Рис. 377. 


211. Простейший в Е; линейный узсп можно построить, исходя из 
треугольника АВС (рис. 377), пристраквая к его сторонам АВ, ВСи СА 
ирямоугольники и устанавливая в точках А,В,С определеяный способ пе- 
рсхода с ветви на ветвь. 

Доказать, что, исходя из тетраэдря в Ё., нельзя аналогичным путем 
получить двумерный узел, но ив-куба например можно. 

212. Построить в Ё, заплетение двух торов. 

213, Доказать, что в Е„..2 существуют узлы Кл и Киа, а также 
заплетения этой размерности. 

214. Построить в Д. баромейское. заплетенне окрузкиости н двух 
двумерных сфер. 

215. Построить заплетение двух пвумерных сфер в А. 


Са 


Теомстргя. ч. 1 


| ОТДЕЛ ВТОРОЙ — ПРОЕКТИВНАЯ ГЕОМЕТРИЯ 
О. К. Житомирский 


| 
И ГЛАВА 1. 
й МЕТОД ПРОЕКЦИЙ. 
й. Проективная геометрия, зачатки которой имеются уже у греческих 
| геометров, обязана своим возникновением перспективе, или центральной 
И. проекции. 
и Проекцией данной фигуры из центра $ (центр проекции) на плоскость в, 


не проходящую через $ (плоскость проекции), называется фигура в 
плоскости с, всякая точка которой лежит с соответственной точкой дан-. 
ной фигуры на одной прямой, проходящей через 5 (проектирующая 
прямая или луч). 

Вообще говоря, проекцией точки будет точка, проекцией прямой, не 
проходящей через центр проекции, будет прямая; точки, лежащие на од- 
ной прямой, и прямые, проходящие через одну точку, сохраняют эти 
свойства и в проекции. Однако, если проектирующий луч данной точки 
окажется параллельным плоскости проекции, то в проекции не полу- 
чается никакой точки, и точно так же, если проектирующая плоскость 
данной прямой окажется параллельной плоскости проекции, то в проек- 
ции не получится никакой прямой. Если несколько прямых сходятся в 
точке, проектирующий луч которой параллелен плоскости проекции, то 
| в проекции получатся прямые, параллельные между собою. 

Это обстоятельство привело Дезарга (Пбзагецнез (1593—1661) к 
введению понятия бесконечно удаленных точек и прямых. Две парал- 
‚ лельные прямые, а также плоскость и параллельная ей прямая считаются 

сходящимися в бесконечно удаленной точке. Две параллельные плоскости 
й считаются сходящимися в бесконечно удаленной прямой. При таком со- 
1 глашении ‘проекцией точки всегда будет точка (возможно, бесконечно 
| удаленная) и проекцией прямой всегда будег прямая (возможно, беско- 
нечно удаленная). Впоследствии условились еще считать совокупность 
всех бесконечно удаленных точек за плоскость. 

У Понселе (Ропсе!еь Тгай6 4ез ргорие$ рго]есНуез 4ез Неигез, 
1822) эта идея превратилась в плодотворный способ изучения плоских 
фигур, известный под названием метода проекций. Сущность его за- 
ключается в следующем. Пусть требуется доказать некоторое свойство 
плоской фигуры, сохраняющееся и в проекции, например, что некоторые 
точки этой фигуры лежат на одчой прямой. Тогда стараются подобрать 
положение центра и плоскости проекции так, чтобы в проекции полу- 
чалась более простая фигура, для которой доказательство требуемого 
свойства не представляет затруднений. Так как исходная фигура в свою 
очередь представляет собой проекцию новой фигуры, то тем самым тре- 
буемое свойство оказывается доказанным и для исходной фигуры. 
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Примененне метода проскций предполагает знание таких свойств пло- 
ских фасур, которые сохраняются прин замене фигуры ес проекцией. 
Понселе такие свойства назвал проективными. Эти свойства, к которым 
в дальнейшем прибавились другие, аналогичные им, и составляют в на- 
стоящее время предмет проектизвной геометрии. х 

Нижеследующие задачи служат для ознакомления с простейшими 
нроективными свойствами и лля упражнения в применении метода про- 
екций. Попутно даются иеобходнмые опрелелевия. 

Плоскость проектируемой фигуры и плоскость проекции всегда пред- 
полагаются не проходящими через центр проекции. 


1. Что представляет собой проекция прямолинейного отрезка? Обоб- 
щить понятие отрезка так, чтобы оно стало проективным. 

2. Что представляет собой проекния плоской треугольной области? 
Обобщить понятне треугольной области ироективно. 

3. Насколько отрезков дЕе точки разбивают прямую? На сколько 
треугольных областей три непересекающися нрямые разбивают плоскость? 

4. Точка С лежит между точками А и В. Показать, что это свойство 
не проективно, т.е. что проекция С“ точки С можег не лежать между 
гроскциямн ’и 2’ точек Ди В. 

5. Точки А и В лежат по разные сторопы от прямой 4. Показать, 
что это свойство ие просктивно, т. е. что проекции точек А, В могут 
не лежать по разные стороны от’ проекцин прямой &. 

6. Две прямые вращаются вокруг неподвижных точек на плоскости в 
одинаковом напразлении. Показать, что это свойство не просктивно, 
т. е, что проекции этих прямых могут вращаться в неодинаковых па- 
правяениях. 

7. Говорят, что точки А, В разделяют точки С, О, если из двух от- 
резков, на которые точки И, В разбивзют прямую, один заключает 
точку С, а другой —точку О. Это понятие очевидно проективно. о- 
казать, что свойство точки лежать между двумя другими своднтся к свой- 
ству разделення, если в качестве четвертой точки привлечь бесконечно 
удаленную точку той же прямой. Показать, что свойство разделения вза- 
имно, т. е. если точкн А, В разделяют точки С, О, то ин точки С, О 
разделяют точки А, В. 

8. Говорят, что прямые а, 6 разлеляют точки С, Г), если точки пе- 
ресечения прямых ©, 6 с прямой СО разделяют точки С, О. Это поня- 
тие, очевидно, проективно. Показать, что свойство двух точек лежать по 
разные стороны от прямой сводится к этому понятню, если в качестве 
второй прямой привлечь бесконечно удаленную прямую той же плоскости. 

9. Две прямые врацаются вокруг двух неподвижных точек на ило- 
скости, каждая в определенном направлении. Показать, что точки перс- 
сечения вращающихся прямых с неподвижной прямой, не прохоляшей 
черсз пеподвижные точки, описывают эту нрямую в одинаковых или 
противоположных направлениях, смотря по тому, который из двух отрез- 
ков, определяемых неподвижными точками, пересекает неподвижная пря- 
уая. Показать, что эта теорсма сохраняет силу и в том случае, когда дан- 
ные точки или прямые бесконечно удаленные, если проективно обобщить 
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понятие вращения прямой вокруг точки в определенном направлении и 
понятие движения точки по прямой в определенном направлении. Объяс- 
нить, почему одинаковость направлений вращения вокруг двух точек на 
плоскости не есть проективное свойство. 

10. Показать, что проекция касательной к плоской кривой есть либо 
касательная к проекции кривой, либо ее асимптота, либо бесконечно 
удаленная прямая. 

11. Принимая определение кривой 2-го порядка как сечения поверх- 
ности прямого или наклонного кругового ‘конуса плоскостью, не про- 
ходящей через вершину, т. е. как проекции окружности, показать, что 
кривая 2-го порядка пересекает в конечных точках либо все образующие 
конической поверхности (эллипс), либо все, кроме одной (парабола), 
либо все, кроме двух (гГипербола). Показать, что эллипс не содержит 
бесконечно удаленных точек, что парабола содержит одну бесконечно 
удаленную точку, причем касательная в этой точке есть бесконечно. 
удаленная прямая, и что гипербола содержит две бесконечно удаленные’ 
точки, причем касательные в этих точках суть асимптоты гиперболы. Ка- 
кие части окружности дают в проекции две ветви гиперболы? Как дви- 
жется точка гиперболы, когда соответствующая точка окружности опи- 
сывает эту окружность в определенном направлении? 

12. Показать, что кривая 2-го порядка разбивает плоскость на две 
области, имеющие следующие свойства: из всякой точки одной области 
(ее называют внешней) можно провести к кривой две касательные; 
из всякой точки другой области (ее называют внутренней) нельзя 
провести к кривой ни одной касательной; отрезок, соединяющий точку 
внешней области с точкой внутренней области, всегда пересекает кривую 
в одной точке; один из отрезков, соединяющих две точки кривой, ле- 
жит во внутренней области, другой во внешней. Имеются ли бесконечно 
удаленные точки внутри эллипса или параболы? Имеются ли таковые вну- 
три гиперболы? В которой из областей лежат асимптоты гиперболы, 
внешней или внутренней? В какой области лежит конечный отрезок, сое- 
диняющий две конечные точки эллипса или параболы? При каких усло- 
виях конечный отрезок, соединяющий две точки гиперболы, будет внеш- 
ним, и при каких условнях он будет внутренним? 

13. Точки А, В симметричны относительно точки С. Показать, что 
их проекции А’, В’ на прямую, не параллельную АВ, делят отрезок, 
концами которого служат проекция С’ точки С и проекция О’ беско- 
нечно удаленной точки ОД прямой АБ, внутренним и внешним образом 
в одинаковом отношении. 

14. Точки А, В. называются гармонически сопряженными 
относительно точек С, О, если они делят отрезок СР внутренним и 
внешним образом в одинаковом отношении (когда точки С, О обе ко- 
нечные), или если ‘они симметричны относительно одной из точек С, О 
(когда вторая бесконечно удаленная). Показать, что свойство гармониче- 
ской сопряженности проективно. Показать, что это свойство взаимно, 
т. е., если точки А, В гармонически сопряжены относительно точек С, О, 
то и точки С, О гармонически сопряжены относительно точек А, ВБ. 

15. Две пары прямых а, 6 и с, 4 одного и того же пучка прямых 
называются гармонически сопряженными ‘между собой, если 
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всякая прямая той же плоскости; не проходящая через центр пучка, пе- 
ресекаст эти две пары прямых в двух парах точек, гармочически соп- 
ряженных между собой. Показать, что это определение нс содержит про- 
тиворечия. Каково взаимное положение примых а, 6, с, если прямая 4 
бесконечно удаленная? 

16. Фигура, состоящая из четырех прямых, из которых ликакие три 
не проходят через одну точку, и шести точек перссечення этих прямых, 
называется полным четырехсторонником. Прямые называются 
сторонами, а точки —веритинами полного четырехстопониника. Две 
вершины, не лежащие па одной стороис, называются противонолож- 
ными. Прямые, соединяющие противоположные вершнины, называются 
днагоналями, а точки пересечения днагоналей — диагональными 
точками. Показать’ что пара вершии и пара диагональных то- 
чек, лежащих на одной днагопали, гармонически сопряжены между 
собой. 

17. Фигура, состоящая из четырех точек, из которых никакие три не 
лежат.на одной прямой, и шести примых, соединяю:цих эти точки, на- 
зываегся полным четырехугольннком. Точки называются вер- 
шинами, а прямые сторонамн. Две стороны, нс проходящие чезез 
Одну вершину, пазызаются противоноложными. Точки пересечения 
противоположных сторон называются днагональныки точкамн, а 
прямые, сосдиняющие днагональные точки, диагоналями, Иоказать, 
4:0 пара сторон и пара днагоналел, проходящих через одну диагональ- 
ную точку, гармонически сопряжены между собой. 

18. На прямой даны три конечные точки А, В, С. Посгроить с по- 
мощью одной линейки точку О, гармонически сопряженную с точкой С 
относительно точек Л, В. 

19. Даны три прямые а, 2, с, проходящие через одну точку. По- 
строить с номомьюо одной линейки прямую 4, гармонически соиряжен- 
ную с прямой с относительно прямых а, 6. 

20. Пусть К будет кривая 2-го порялка; Р—— точка той же плоско- 
сти; М, М—точки кересечения кривой с произвольной секущей, прове- 
денной через точку Р; © — точка, гармонически сопряженная с точкой Р 
относительно точек 41, Аб Ю — точка пересечения касательных к кривой 
К в точках М и № Линия, всякая точка которой есть’ либо одиа из 
точек ©, либо одна из точек Ю, либо то и другое, называется поля- 
рой точки Р отиосительно кривой А, аточка Р называется полюсом 
этой лиинн. Найти поляру, еслн К есть окружность, а точка Р — бес- 
конечно удаленная, или совпадает с цситром А, или лежит на К. 

21. Пользуясь тем, что стерсографическая проекция окружностя есть 
тацже окружность, спроектировать данную окруза:ость так, чтобы ве 
проскция также была окружностью, и чтобы, сверх того, проекция дан- 
нов прямой, лежащей в плоскости данной окружности ин не имеющей с 
нею общих точек, была бесконечно удаленной прямой. * 

22. Показать, пользуясь ‘результатами двух предыдущих задач, что 
полярч всякой точки отиосительно круга есть прямая, и распространить 
эту теорему на любую кривую 2-го порядка. у 

23. Доказать теорсму: ‘когда точка описывает нрямую, ее поляра от- 
носительно данной кривой 2-го ‘порядка вра:цается вокруг полюса этой 
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прямой, и обратно, когда прямая вращается вокруг точки, ее полюс опи- 
сывает поляру этой точки. 

24. Точка А называется сопряженной с точкой В относительно 
данной кривой 2-го порядка, если она лежит на поляре точки В; ‘точно 
так же прямая а называется сопряженной с прямой 6, если она про- 
ходит через полюс этой ‘прямой. Показать, что свойство сопряженности 
двух точек или прямых относительно кривой 2-го порядка есть взаим- 
ное свойство, т. е. если точка или прямая сопряжена с другой точкой 
или прямой, то и последняя сопряжена с первой. 

25. Прямые а, 6 суть поляры точек А, В относительно данной кри- 
вой 2-го порядка. Показать, что точка пересечения прямых а, 6 есть 
полюс прямой, соединяющей точки А, В. 

26. Доказать теорему: поляры вершин и полюсы сторон полного ч-- 
тырехугольника суть, соответственно, стороны и вершины полного четы- 
рехсторонника. 

27. Показать, что поляры двух пар гармонически сопряженных точек 
представляют собой две пары гармонически сопряженных прямых. 

28. Показать, что диагональ полного четырехугольника, вписанного 
в кривую 2-го порядка, есть поляра точки пересечения двух других диа- 
гоналей. 

29. По отношению к данной кривой 2-го порядка построить с по- 
мощью одной линейки: поляру данной точки, не лежащей на кривой; 
касательные к кривой из данной внешней точки; полюс данной прямой; 
касательную в данной точке кривой. | 

30. Показать: 1) что пары сопряженных точек, лежащих на прямой, 
пересекающей кривую 2-го порядка, гармонически сопряжены относи- 
тельно точек пересечения; 2) что пары сопряженных прямых, проходящих 
через точку, внешнюю относительно кривой 2-го порядка, гармонически 
сопряжены относительно касательных из этой точки к кривой; 8) что 
точки кривой и касательные к ней суть самосопряженные точки и прямые. 

31. Диаметрами кривой 2-го порядка называются поляры бесконечно 
удаленных точек, не лежащих на кривой, а центром — полюс бесконечно уда- 
ленной прямой, если она не касается кривой. Какие свойства центра и 
диаметров вытекают из данных выше определений полюса и поляры? 
Какие кривые имеют центр? Каково относительное положение центра и 
диаметров для этих кривых? Каково положение центра относительно кри- 
вой в случае эллипса и в случае гиперболы? Для каких кривых диаметры 
попарно сопряжены? Каково положение диаметров относительно кривой? 

32. Обобщить проективно свойство угла, вписанного в круг и опира- 
ющегося на диаметр, и применить полученный результат к вписанному 
углу, опирающемуся на диаметр для любой кривой 2-го порядка. 

33. Осями кривой 2-го порядка называются ее оси симметрии, т. е. 
диаметры, перпендикулярные к хордам, сопряженным с ними. Пользуясь 
свойством вписанного угла, опирающегося на диаметр, построить оси 
кривых 2-го порядка с помощью циркуля и линейки. 

34. Доказать теорему Паскаля (Разса!): во всяком шестиуголь- 
нике, вписанном в кривую 2-го порядка, точки пересечения противопо- 
ложных сторон лежат на одной прямой. 


39, Доказаль теорему Брианщона (Вт!апсНоп): во всяком шести- 
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угольнике, описанном около кривой 2-го порядка, прямые, соединяю- 
щие противоположные вершипы, пересекаются в одной точке, 

36. Доказать теорему Дезарга: если прямые, соединяющие одиои- 
менные вершины двух треугольников АВС, А'В’С', пересекаются в одной 
точке, то точки пересечения одноименных сторон лежат на одной пря- 
мой, и обратно. 


ГЛАВА ИН. 
ПРОЕКТИВНЫЕ СООТВЕТСТВИЯ. 


Основная мысль труда Понселе заключалась в систематическом при- 
менении преобразования фигур для вывода свойств одних фигур из 
свойств других, определенным образом соответствующих им. Мы уже 
познакомнлись © двумя видами такнх соответствий между плоскнии фи- 
гурами — перспекуивностью, при которой фигуры лежат в разных сло- 
скостях и прямые, соединяющие соответствующие точки их, сходятся в 
одной точке (центре проекции), и полярностью, при которой фигуры 
лежат в одной плоскости н точкам одной фигуры соответствуют прямые 
другой, а прямым— точки (поляры и полюсы их относительно кривой 2-го 
порядка). Кроме того Понселе обобщил перспективное соответствие на 
случай плоских фигур, лежащих в одной плоскости, а также на случай 
пространственных фигур. Следует отметигь, что последнее преобразова- 
ние, названное им рельефной перспективой, он рассматривал 
уже не как способ упрощения фигур, а как способ изображения их, по- 
лезный при построении барельефов, сценических макетов ин т. п, 

Применение полярности лля преобразования одиих теорем в другие 
обнаружило существование в ироективной геометрии особого закона, так 
называемого принцнла двойственности, который вскоре после 
появления книги Попселе (1822) был формулирован 2Жергоном во нсей 
своей общности (Сегроппе, Аппае$ Ч4ез МайётаНаие$, 1825—26). 

В плоской просктизной геометрии принцил двойствениости состоят 
в”том, что всякое положение остается верным при замене в нем слова 
„точка“ словом „прямая“, и наоборот, выражения „прямая проходит 
через точку“ выраженкем „точка лежит на ноямой“, и наоборот, и со- 
ответственной замене лругих термниов, как напрныер, слова „четырех- 
угольник“ словом „четырехсторонник“, и наоборот. В проективной гее- 
метрии пространства нолобным же образом можно менять местами 
слова „точка“ и „нлоскость“, оставляя без изменения слово „прямая“. 
Двойствеипость проявляется уже в простейших положениях проективной 
геометрии, как например, „через две точки прохолит одна и, тольке одна 
пряман“ и „две плоскости проходят через одну и только одну прямую“. 
Именно это, а не поляриое соответствие, Жергон признал за истинную 
причнну проявления принципа двойствениости и в более сложных поло- 


жениях.. 
° Теория преобразований также вскоре сделала значительный шаг 
вперел. 3 


Мёбиус (МОЪти5, Рег Багусепитзспе Са1с 1, 1828) получил более общие 
преобразования с номощью нового метода. Полобно тому как равные фи- 
гуры можно определить как такие, соответствующие точки которых имеют 
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№. равные координаты относительно лвух различных прямоугольных систем, 
Меёбиус определяет коллинеарные фигуры как такие, соответствующие 
точки которых имеют равные координаты относительно двух систем более 
общего характера. Частным случаем коллинеарности оказывается не 
только равенство, но и перспективность. Чтобы обобщить подобным же 
образом полярность, приходится ввести на плоскости координаты прямой, 
а в пространстве — координаты плоскости, по аналогии с координатами 
точки. После этого коррелятивность двух плоских фигур определяется 
как такое соответствие между точками одной фигуры и прямыми другой, 
при котором соответствующие элементы имеют равные координаты отно- 
сительно двух координатных систем, и аналогично определяется корре- 
лятивность двух пространственных фигур. 

Указанными обобщениями отнюдь не ограничивается значение труда 
Мёбиуса. Некоторых других идей, выдвинутых этим сочинением, мы еще 
коспемся в дальнейшем. 

Следующие задачи служат для ознакомления с обоими типами пре- 
образований на осиове идеи Мёбиуса с той разницей, что мы применяем 
несколько более общие координатные системы, имея в виду будущие 
приложения таковых. 

Прежде чем перейти к задачам, введем некоторые термины, имеющие 
целью устранить неудобство, возникающее от того, что прямая и пло- 
| скость в силу принципа двойственности иногда рассматриваются не как 
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| совокупности точек, а как нечто неделимое, на подобие самих точек. 
| Условимся называть: точку, прямую и плоскость элементами; со- 
вокупность точек на прямой — рядом точек; совокупность прямых, 
|. лежащих в одной плоскости и проходящих через одну точку — пучком 
| прямых; совокупность плоскостей, проходящих через одну прямую — 
| пучком плоскостей; совокупность точек и прямых на плоскости — 
| плоской системой; совокупность плоскостей и прямых, проходящих 
через точку, — связкой; совокупность точек, прямых и плоскостей в 
пространстве — пространственной системой. При этих обозна- 
чениях ясно например, что в плоском принципе двойственности прямой 
| соответствует точка, а ряду точек — пучок прямых, и т. п. Указанные 
| основные совокупности элементов классифицируются еще по числу изме- 
| рений или, как принято выражаться в проективной геометрии, по сту- 
| пеням. К первой ступени относятся ряд точек, пучок прямых и пучок 
| плоскостей, ‘ко второй — плоская система и связка, к третьей — простран- 
. ственная система. 
37. В ряде точек отношением переменной точки /М к не- 
| 


подвижным точкам Р, © называется отношение расстояний точки М от 
точек Р, ©; ‘при этом каждому расстоянию приписывается знак в зави- 
симости от того, с какой: стороны от точки Р или @ находится точка М, 
по какому-нибудь. определенному соглашению для каждой из точек Ри 
О. В пучке прямых отношением переменной прямой 12 кне- 
подвижным прямым р, 9 называется ‚отношение расстояний произвольной‘ 


| 

] точки прямой 12 от прямых р, 4, причем расстояниям точек, расположен- 
Е ных по разные сторовы от прямой, приписываются противоположные 
знаки, по определенному соглашению для каждой из прямых р, 9. Со- 
ай вершенно аналогично определяется отнощение переменной. плоскости 
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от неподвижных плоскостей *, х в пучке плоскостей. Далее, во псех 
трех совокупностях 1-ой ступени двойным отношеннем двух эле- 
ментов к двум другим называется отношение гростых отношений первых 
элеменгов ко вторым. Например двойное отношение точек И, № к точкам 
Р, © в ряле точек будет 


р ? а. ; 
(Ромм = РМ, РМ _ РМ. 9м 


Доказать теоремы: 

1. Если прямые р, 4, т, п пучка прямых пересечены ирямой, не про- 
ходчщей через центр нучка, соответственно в точках р, ©, М, № то 
двойные отношения (ратл) (РОМА) равны. 

2. Еслн плоскости х, х, в, у пучка плоскостей пересечены прямой, не 
пересекающей ось пучка, в точках Р, ©, 1, М, то двойные отношения 
(хим) (РОЛ1М№) равны. 

3. Если плоскости я, и, р, у пучка плоскостей нерессчелы плоскостью, 
нс проходящей через ось пучка, но прямым р, 4, т, п, то двойные отно- 
шения (пхру) (роли) равны. 

4. Если две плоские фигуры расположены перспективно, то соответ- 
слзекные двойные отношеиия точек и прямых в этих фигурах равны 
между собой. 

38. Во что обращается двойное отношение (РОММ), когда одна из 
точек Р, (©, М, М удаляется в бескоизиность? 

39. Дано значение > двойного отношения четырех элементов сово- 
купности 1-ой ступени, взятых в определенном порядке. Определить значе- 
ния двойного отношения тех же элементов, взятых во псевозможных по- 
рядках. Воспользоваться методом проекций для упрощения вычислений. 

40. Доказать теорему: для того, чтобы две пары элементов совокупно- 
сти 1-ой ступени были гармонически сопряжены необходнмо и достаточно, 
чтобы перестановка элемеитов одной пары не влияла на величнну двой- 
ного отношения обекх пар. Предполагается, что в каждой паре элементы 
различны между собой. 

41. Вывести из предыдущей зеоремы гармонические свойства полного 
четырехугольника или четырехсгоронника. 

42. Из теоремы о влияния перестановок на значение двойного отно- 
шения вызести соэтношение 


АВ. СО-АС-РВ-- АР. ВС=0 


оюжду отрезками, согдиняющими четыре произвольные точки прямой, н 
соотзошенне 


эт (@6) зв (4) - эт (асе) т (45) -- эт (а4) эт (66) =0. 
'Из последнего соотношения вывести тождество 
т хз (3 — 1) -- эт Вш (; — а) эту (х—«В)=0 


я зазем формулы сложения и вычитания для синусов и косинусов, счн- 
тая формулы приведения известными. 


| 
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43. Показать, что абсциссу точки на числовой прямой можно пред- 
ставить в виде двойного отношения 


х==(ОХМЕ), 


гле О -—— начало абсцисс, Х — бесконечно удаленная точка, Е — точка, 
абсцисса которой принята за единицу, и М — точка, абсциссу которой 
мы определяем. 

44. Двойное отношение 


х—(ОХМЕ) 


называется обобщенной абсциссой точки М, если точки О, А, Е 
произвольные различные между собой точки прямой. Выразить двойное от- 
ношение (ОХ/И, М.) через обобщенные-абсциссы точек /И,, М.. Выразить 
двойное отношение ()М,М.М.М,) через обобщенные . абсциссы точек 
М, , М., Мз, Мь. 

45. Отношения 


т АМ то А.М 
м === Хх = 
Я А.Е . ь т А.Е : 


где 4,, До, Е-—-неподвижные точки прямой, различные между собой, и 
М — переменная точка, или числа, пропорциональные этим отношениям, 
называются однородными координатами точки М по отноше- 
нию к основным точкам А,, А. и единичной точке Е. Выразить обоб- 
щенную абсциссу точки М 


через ее однородные координаты. 
Выразить двойное отношение (ЛИР) через однородные координаты 


точек М, №, Р, О. Из теоремы о влиянии перестановок на двойное от- 
ношение вывести соотношение 


м Ы 


ж У |121 м2 || У! ыы Г 
Хо Уз | |2 Ха 24 | | а Уз Ха 14 | | Уз 23 
между минорами матрицы \ 
жа и| 
Хз Уз 2. Ь 


46. Показать, что однородные координаты произвольной точки пря- 
мой связаны соотношением 


Ее 


А № те 


№3 —^- финн = № 4 4 - № 5 ->% #7 


где й, — первая координата точки А, и й, — вторая координата точки А, . 
47. Однородные координаты на прямой можно обобщить проективно, 
заменяя бесконечно удаленную точку прямой конечной. Во что обратится 
тогда соотношение предыдущей задачи? 

48. Декартову систему коордннат на плоскости можно задать нача- 
лом О, бесконечно удаленными точками осей Х, У и точкой Е, коорди- 
наты которой равны единице. Представить координаты произвольной 
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точки М в виле двойных отношений точек, которые можно построить © 
помошью точек О, Х, У, М, Е. Обобщить декартову систему нроективно, 
заменяя бесконечно удаленную прямую конечной. Представить обобщен- 
ные координаты в виле двойных отношений прямых. 

49. Прямая, не проходящая через вершины коордипатного треуголь- 
ника ОХУ, пересекает стороны ОХ, ОТ в точках А (а, 0), В (0, 5). Вы- 
вести уравнение прямой 


Е у 
ДЕБЕТ 


50. Применяя к обобщенным коордичатам точки на плоскости прин- 
цне двойственности, построить координаты прямой на плозкостн. 
51. Показать, что коэффициенты и, х в уравнениях прямой внда 


их | чу= 1 илн их-|-Фу--1=0 


относительно обобщенных коорлниат точки можно рассматривать как 
обобщенные координаты этой прямой. 

52. Пусть будет А‚А.А, треугольник, Е — точка той же плоскости, 
не лежащая на его сторонах, /1 — переменная точка плоскости. Отно- 
шения 


гле ру, ра, Ра и И, 15, й, СУТЬ соответственно расстояния точек Л и Е 
соответственно от сторон А.4., А.А, , А, А, или числа, пропорциональ- 
ные этнм отношениям, называются однородными координатами точки 11. 
Выразить неоднородные коордипаты точки М по отношению к тому же 
треугольнику ин единичной точке через олнородные. Ввести по аналогии 
олнорощные координаты прямой. Перепнсать второе уравненне нредыду- 
щел задачи в однородных координатах точки н прямой. 

53. Показать, что олнородиые координаты произвольной точки на 
плоскости связаны соотношеннем 


ЕЙ 
Е. 
тде #,, йа, й; — не равные пулю коорлинаты точек А,, А., 4}. 

54. Однородные координаты на плоскости можно обобщить проек- 
тивно, заменяя бесконечно удаленную прямую плоскости конечной. Во 
что обратится тогда соотношение предылущей задачир 

55. Обобщинть проективно декартову систему координат в простран- 
стве и построить с помощью принципа двойственности аналогичную си- 
стему коордипат плоскости. 

56. Вывести уравиенне плоскости 


ие ЕК 
Вы 


в обобщенных координатах точки, применяя соотношение залачи 54 к 
треугольнику, по которому плоскость пересекает осн ОХ, ОТ, ОЛ, к пря- 
ой, по которой она пересекает плоскость ХУЙ. 
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57. Показать, что коэффициенты и, 9, % в уравнении плоскости вида 
их Фу и =1 или их ую 1=0 


относительно обобщенных координат точки можно рассматривать как 
обобщенные координаты этой плоскости. 

58. По аналогии с координатами на плоскости ввести однородные 
координаты точки и плоскости в пространстве. Переписать второе урав- 
нение предыдущей задачи в однородных координатах точки и плоскости. 
Написать соотношение межлу однородными координатами произвольной. 
точки. 

59. По аналогии с предыдущими случаями ввести обобщенные коор- 
динаты: прямой в пучке прямых; плоскости в пучке плоскостей; прямо 
и плоскости в связке. 

60. Проективностью между двумя совокупностями 1-ой ступени 
называется такоз соответствие между ними, при котором соответствую- 
щими считаются те элементы, которые имеют равные неоднородные (или 
пропорциональные однородные) координаты относительно систем от- 
счета, произвольно, но определенно выбранных в каждой совокупности. 

Показать, что в проективных совокупностях 1-ой ступени двойные от- 
ношения любых соответствующих элементов равны. 

Показать, что существует одна и только одна проективность, при 
которой данным трем различным элементам одной совокупности соответ- 
ствуют данные три различные элемента другой. 

61. Если две разнородные совокупности 1-ой ступени (ряд точек и пучок 
прямых или плоскостей, пучок прямых и пучек плоскостей) расположены 
так, что каждый элемент одной инцидентен с одним и только одним 
элементом другой, и мы условимся считать инцидентные элементы соот- 
ветствующими, то такое соответствие называется перспективностью. 
Если две однородные совокупности 1-ой ступени приведены в перспектив- 
ное соответствие с третьей совокупностью 1-ой ступени (например два ряда 
точек с пучком прямых), и мы условимся считать соответствующими лю- 
бые два элемента первых двух совокупностей, которые соответствуют 
одному и тому же элементу третьей, то такое соответствие также назы- 
вается перспективностью. 

Из задачи 537 ясно, что всякая перспективность есть проективность. 
Доказать, что проективность есть перспективность, если требуемое для 
этого относительное положение имеет место для трех пар соответствую- 
щих элементов и в частности в слелующих случаях: 

1) между двумя рядами точек на скрещивающихся прямых — всегда; 

2) между двумя рядами точек на пересекающихся прямых — если общая 
точка их сама себе соответствует; 


3) между двумя пучками плоскостей, оси. которых скрещиваются, — 
всегда; 


4) между двумя пучками плоскостей, оси которых пересекаются, — 
если общая плоскость их сама себе соответствует; 


5) между двумя пучками прямых в одной плоскости и с разными 
центрами или с одним центром и в разных плоскостях — если их общая 
прямая сама себе соответствует. 


62. Между точками двух плоскостей установлено соответствие, при 
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котором соответствующие точки имеют равные неолноролные (или про- 
порциональные однородные) координаты относительно некоторых систём 
отсчета. Показать, что точкам одной плоскости, лежащим. на одной гря- 
мой, соотвегствуют точки другой плоскости, также лежавшие па одной 
прямой. Показать, что соответствующие рялы точек и нучки прямых 
обеих плоскостей просктивны. Показать, что существует одно и только 
одно соотнегствне этого рода межау двумя нлоскостями, в котором дан- 
ным четырем точкам одной илоскости, пе лежащим по трк на одной 
прямой, соответствуют данные чегыре точкы другой плоскости, не лежа- 
щие по три на одной прямой. Показать, чо то же‘ самое соответ- 
стзне можно определить двойственпым путем, исходя не из точек, а из 
примых. 

63. По аналогни с прелылушей задачей опрелелить такое соответ- 
ствие между двумя плоскимн системамн, при котором точкам одной пло- 
скости соогветствуют прямые другой, а прямым — точки. 

64. Рассмотренные в двух кредылущих задачах соответствия между 
плоскими системамн называются проектовными, и в частлости пер- 
вое — коллинеарным, а второз — коррелятнвным. По апалогни 
определить и рассмотреть проектевность, коллинеарность и коррелятив- 
ность межлу двумя связкамн, а также лва вида проективности между 
плоскостью и связкой. | 

65. Связка пазызастся перспективной с плоской системой, если центр 
связки не принадлежит плоской системе, и прямые связки прохолят через 
соотвегствующие точки нлоской «системы. Две связки вазываются пер- 
спективными, если они перснективны олной и той же плоской: системе, 
н дне плоские системы называются перснехтнвиыми, если он: перспек- 
тивни одпой и той же связке. Показать, что перепектизность межлу 
двумя совокупностямн 2-ой ступенн есть проективность. Показать, что кол- 
линеарность между двумя плоскимн системами в разных пиоскосгях есть 
перспективность, если общие точки плоских систем соответствуют сами 
себе, и что коллинеариость между двумя связками с разпымя центрами 
есть перспективиость, если общие плоскости связок соответствуют сами 
себе. 

66. По аналогии с предыдущим определить и рассмотреть лва вида 
проективных соотнетствий простраяственной системы с самой собой, т. е. 
двух пространственных систем, совпадающих в целом, по необязательно 
соответствующими элементамн. 


ГЛАВА Ш. 
ПРОЕКТИВНОСТЬ МЕЖДУ СОВОКУПНОСТЯМИ 1-ой СТУПЕНИ. 


Слелующие задачи служат для более детальпого ознакомления с 
проектнвностью между совокулностями только 1-ой ступени. 

67. Два ряда точек на пересехающихся прямых проективиы, но не 
перспективны. Показать, что пучки прямых, проектирующих нервый 
рял из какой-нибудь точки второго, н второй ряд из соответствующей 
точки нервого, перспективны. 


68. Проективность между двумя неперспективчыми рядами точек 
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на пересекающихся прямых задана тремя парами соответствующих точек. 
По данной четвертой точке одного ряда построить соответствующую 
точку другого ряда. 

69. Показать, что положение прямой, на которой расположен ряд 
точек, перспективный с обоими пучками предыдущих задач, не зависит 
от выбора пары соответствующих точек заданных рядов, принимаемых 
за центры этих пучков. Иными словами, показать, что прямая, соеди- 
няющая произвольные точки этих рядов, не соответствующие друг другу, 
и прямая, соединяющая точки рядов, соответствующие первым, пересе- 
каются на вполне определенной прямой (так называемой оси колли- 
неации). 

70. Вывести из предыдущей задачи, что в шестиугольнике, после- 
довательные вершины которого попеременно расположены на двух пере- 
| секающихся прямых, точки пересечения противоположных сторон лежат 
у. на одной прямой. г 

71. Руководствуясь принципом двойственности, получить для пучков 
прямых результаты, аналогичные указанным в четырех предыдущих зада: 
И чах для рядов точек. 
№ 72. Дано проективное соответствие между элементами совокупности 
| ] 1-ой ступени, т.е. между двумя совокупностями 1-ой ступени, совпада- 
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ющими в целом, но необязательно соответствующими элементами. Как 
И известно, обобщенные координаты соответствующих элементов по отноше- 
| | нию к соответствующим системам отсчета равны между собой. Найти за- 

| висимость между обобщенными координатами соответствующих элементов 
| по отношению к одной из этих систем отсчета, зная обобщенные коор- 
|1 динаты элементов, образующих вторую систему отсчета, по отношению 
И; к первой. Найти обобщенные координаты двойных элементов проектив- 
И ного соответствия, т. е. тех элементов, которые сами себе соответствуют. 
] Найти условия того, чтобы двойные элементы были вещественными раз- 
В личными (гиперболическая проективность), вещественными совпадающими 
1% (параболическая проективность) н мнимо сопряженными (эллиптическая 
| | проективность). 

. 73. Чтобы придать геометрический смысл мнимым обобщенным ко- 
ординатам, принимаются следующие соглашения: 
| 1. Считается, что мнимой обобщенной координате в совокупности 
1-ой ступени соответствует мнимый элемент совокупности. 

2. При изменении системы отсчета тому же элементу приписывается 
координата, выраженная через первоначальную по той же формуле, что 
и для вещественных элементов. 

3. Мнимые элементы двух проективных совокупностей 1-ой ступени 
считаются соответствующими, есди-их координаты по отношению к ка- 
ким-нибудь двум соответствующим системам равны. 

4. Мнимые элементы двух разнородных совокупностей 1-ой ступени 
считаются инцидентными, если они соответствуют друг другу в пер- 
спективности между этими совокупностями. 

Развитие теории мнимых элементов можно продолжать тем же путем. 
Ограничиваясь уже введенными соглашениями, показать, что инцидент- 
В ность мнимых элементов друг с другом или с вещественными элементами 
и соответствие мнимых элементов в проективностях не зависят от вы- 
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бора систем отсчета, с помощью которых эти элементы определены. В 
частностн показать, что проективность между элементами совокупности 
1-ой ступени имеет виолне определенные двойные элементы также и в 
том случае, когда соответствующее квадратное уравнение имсет мнимые 
корни. 

74. Дана проективность между двумя рядами точек и и и’, причем 
бесконечно удаленные точки этих рядов не соответствуют друг другу. 
Пусть будет: О — точка в ряде и, соответствуощая бесконечно удален- 
ной точке Х’ ряда и’; О’— точка в ряде ш', соответствующая беско- 
нечно удаленной точке Х ряда п; М, М' — любые две точки соответ- 
ственно в рядах м, и’, соответствующие друг другу. Показать, что 
абсциссы х, х’ точек М, М’, отсчитанные от начал О, О’, обратно про- 
порциональны: 

ОМ -О'АР ЕЕ ЕЕ С. 


Предполагая, что ряды и, и’ лежат на одной прямой, и что обе абсииссы 
отечитываются в одном н том же направленин, построить двойные точки 
проектнвности по дачным точкам О, О’и отрезку с, и исследовать 
решенне в зависимости от значений постоянной А и расстояния 2а между 
точками О, О’. 

75. Дана проективность между двумя рядами точек и, &', в которой 
бесконечно удаленные точки рялов соотвёгствуют друг лругу. Пусть 
булут О, О’ лве неподвижиые_ соответствующие точки и /1, М’ две 
переменные соответствующие точки в рядах и, и. Показать, что 
абсциссы точек М, М’, отсчитанные от начал О, О’, прямо пронорцио- 
нальны: 

О’: ОМ =Е= т’: т. 


Предполагая, что ряды ш, м’ лежат на одной прямой, и что обе 
абсциссы отсчитываются в одном и том же направлении, построить 
двойные точки проективности по данным точкам О, О’ и отрезкам 
т, т’, и носледовать решение в зависнмости от значения постоянной 2. 
Показать, что при 51 зависнмость между абсциссами можно предста- 
вить в виде 


ОГ: ОМ =. 


76. Дана проективность между элементами совокупности 1-ой ступени, 
т. е. между двумя совокупностями, совпадающими в целом, но необя- 
зательно соответствующимя элементами. В завнсимостн от того, к кото- 
рой нз двух вспомогательных совокупностей мы причисляем нскоторый 
элемент данной совокупностн, ему будут вообще говоря соответство- 
вать два различных элемента ланной совокунносгн. Если однако дан- 
ному элементу соответствует один и тот же элемент к какой бы сово- 
купности его ии причислять, то говорят, что эти элементы соответствуют 
друг другу вдвойне. Еслн же все соответствуювине элементы соответ- 
ствуют друг пругу вдвойне, то данная проесктивиюсть называется инво- 
люторной проективиостью или инволюцией. Доказать 
следующие свойства инволюции: 

Если в проективности между элементами совокупности 1-ой ступени 
ява различных элемента соответствуют друг другу вдвойне, то соответ- 
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ствие будет двойгым для любой пары соответствующих элементов, т. е. 
проективность будет инволюцией. 

Инволюция в совокупности 1-ой ступени вполне определяется двумя 
парами соответствующих элементов, не имеющими между собой общих 
элементов. 

Двойные элементы инволюции гармонически сопряжены относительно 
всякой пары соответетвующих элементов и всегда различны между 
собой. 

77. Показать, что зависимость между абсциссами точек, соответству- 


ющих друг другу в инволюции на прямой, можно представить в одном 
из двух вилов 


ОМ. ОМ' === <, ОМ-ОМ' = 


78. Показать, что зависимость между обобщенными координатами 
элементов, соответствующих друг другу в инволюции между элементами 
совокупности 1-ой ступени, можно представить в любом из двух видов 


а а, 


79. На прямой задана двойная точка А и две пары соответствующих 
точек М, М’ и №, № некоторой проективности. Построить вторую двой- 
ную точку В, проектируя один из совпадающих в целом проективных 
рядов на прямую, пересекающую данную в двойной точке АД. 

$0. На чертеже, служащем для решения предыдущей задачи, имеются 
в случае гиперболической проективности две прямые, пересекающие 
данную соответственно в точках Аи В. Меняя ролями эти прямые, 
показать, что точка А есть вторая двойная точка проективности, задан- 
ной двойной точкой В и двумя парами соответствующих точек М, № и 
М', №. 

81. Вывести из предыдущей задачи, что для любой пары М, М' 
соответствующих точек  гиперболической или параболической прозктив- 
ности на прямой с двойными точками А, В двойное отношение 
(АВММ’) имеет одно и то же значение. Проверить этот результат с 
помощью метода проекций. 

82. Показать аналитически, что результат предыдущей задачи имеет 
место независимо от характера двойных точек проективности. 

83. Показать, что результаты двух предыдущих задач имеют место 
н для проективностей в пучке прямых или в пучке плоскостей. 

84. Двойное отношение пары соответствующих элементов к паре 
двойных элементов в проективности между элементами совокупности 
1-ой ступени носит название инварианта. Произвести классификацию 
таких проективностей по значениям инварианта, различая при этом: 

1) проективности инволюторные и не инволюторные; 

2) проективности гиперболические, параболические и 
эллиптические; 

3) проективности прямые и обратные, т. е. такие, в которых 
соответствующие элементы, одновременно описывая совокупность, дви- 
жутся в одинаковых направлениях, и такие, в которых направления дви- 
жения соответствующих элементов противоположны. 

69, Доказать теорему: если А, В — двойные элементы, а М, М' и 
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№ № — две пары соотзетствующих элементов не параболической про- 
ективности в совокупности 1-ой ступени, то 48, МА, ММ суть три пары 
некоторой инволюции в этой совокунности. 

86. Из сопоставления прелылущего результата и построения задачи 
79 вывести теорему Дезарга: всякая прямая пересекает три пары про- 
тивоположных сторон полного’ четырехугольника в трех парах инволю- 
ции на этой прямой. Вывести двойствениуо теорему о полном четырех- 
стороннике. С помощью предыдущей теоремы обобщить теорему задачи 
85 на параболические проективности, 

87. По двум парам ниволоцин ва прямой ностройть точку, соот 
ветствующую в этой ннволюции любой заданной точке. 

88. По двойной точке гилерболической проективности на прямой 
н двум парам соответствующих точек построить точку, соответствующую 
любой заданной точке. 

89. По двойной точке параболической проективности на прямой и 
одной папе соответству:ощих точек построкть точку, соответствующую 
любой заланиой точке. 

90. Соотвегствис межлу двумя рядами точек называется подобием, 
еслн соответствующие точки одновременно описывают в них пропор- 
циональные отрезки, и равенством, если этн отрезки равны. Найти ус- 
ловие, чтобы проективность между двумя рядамн точек была подобием. 
Найтк условие, чтобы проективность между двумя рядами точек на 
одной прямой была равенством, и показать, что обратное равенство 
есть симметрия относительно точки. 

91. Соответствие межлу двумя пучками прямых называется равен- 
ством, если соответствующие прямые одновременно описывают в инх 
равные углы. Показать, что равенство пучков есть проективность. Пока- 
зать, что обратное равенство между двумя пучками прямых, совпада- 
юшими в целом, есть симметрия, а прямое — имеет мнимые двойные пря- 
ные с угловыми коэффициентами 2Е7 (изотропные прямые). 

92. Поскольку двойные элементы прямого равенства в пучке всегпа 
известпы, оно внолне определяется инварнантом. С другой стороны, это 
равенство вполне определяется углом между соответствующими прямыми. 
Ясно поэтому, что между углом н инвариантом должна иметь место 
завиенмосгь, которая н была указана Лагерром (Габиегге, 1853). Найти 
эту зависимость. 

93. Показаль, что в каждой данной плоскости изотропные прямые 
всех пучков проходят через две виолне онределенные бесконечно удален- 
вые точин (циклические точки). 

94. Показать, что нзотропные прямые, проходящие через точку, изо- 
бражающую на комплексной плоскости комплексное ‘число а, пересекают 
вещественную ось в точках, абсциссы которых равны а, а. 

95. Построить точки, изображающие на комплексной плоскости двой- 
ные точки эллиптической проектнвности на вещественной оси, по точкам 
О, О’, соответствующим бесконечно удаленной точке, и по отрезку с в 
уравненни ОМ. О'ЛГ —=—с* для соответствующих точек М, М'. 
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ГЛАВА У. 


ОБРАЗОВАНИЕ КРИВЫХ, КОНУСОВ И ЛИНЕЙЧАТЫХ ПОВЕРХНО- 
СТЕЙ 2-го ПОРЯДКА ПО ШТЕЙНЕРУ. 


В то время как Понселе применял проективные соответствия только 
как метод преобразования фигур, Штейнер (Зфе1пег, Зу$етайзсне 
Епеискешио Чег АБНапрекей оеотеиеснег @езаНеп уопешаи4ет, 1832) 
впервые применил эти соответствия Для образования кривых, конусов 
и линейчатых поверхностей 2-го порядка и Таким образом превратил 
проективные соответствия в основу проективной геометрии. 

Нижеследующие задачи служат для ознакомления с методом Штейнера 
и результатами его применения. 


оС ый 


96. Рядом точек 9-го порядка называется совокупность точек 
пересечения соответствующих прямых двух неконцентрических и не 
перспективных проективных пучков прямых в одной плоскости. Каса- 
тельной прямой к рялу точек 2-го порядка в данной точке ряда 
называется прямая той же плоскости, проходящая через ту же точку, но 
не имеющая с рядом других общих точек. - 

Пучком прямых 2-го порядка называется совокупность прямых, с0е- 
диняющих соответственные точки Двух нележащих на одной прямой 
и неперспективных проективных рядов точек в ОДНОЙ плоскости. 
Характеристической точкой данной прямой ряда прямых 2-ГО 
порядка называется точка, лежащая на этой прямой, но не лежащая ни 
на какой другой прямой ряда. 

Решить следующие задачи: 

1. Показать, что центры проективных пучков прямых, определяющих 
ряд точек 2-го порядка, сами принадлежат этому ряду, и что касательной 
прямой в центре каждого из этих пучков служит прямая пучка, соот- 
ветствующая прямой другого пучка, соединяющей центры обоих пучков. 

2. Даны центры определяющих пучков, касательные в них, и еще 
одна точка ряда; построить произвольное количество точек ряда. 

3. С помошью предыдущего построения показать, что пучок, описы- 
ваемый прямой, соединяющей произвольную неподвижную точку ряда с 
движущейся точкой того же ряда, проективен пучкам, описываемым 
прямыми, соединяющими центры определяющих пучков с той же дви- 
жущейся точкой. 

Показать, что прямые, соединяющие две произвольные неподвижные 
точки ряда с движущейся точкой, описывают проективные пучки прямых, 
т. е., что за центры определяющих пучков ряда можно принять любые 
две его точки. 

4. Исходя из того же соображения, показать, что касательная ‚в 
произвольной точке ряда и прямая, соединяющая ее с точкой пересе- 
чения касательных в двух других точках ряда, пересекают прямую, 
соединяющую эти две точки, в точках, гармонически сопряженных отно- 
сительно этих двух точек. 

5. По трем точкам ряда и касательным в двух из них построить 


=. 
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касательную в третьей точке, не пользуясь при этом никакими произ- 
вольными точками или янниями. 

6. Показать, что точки пересечения стороп треугольника, вписанного 
в ряд, с касательными в противоположных вершинах лежат на ОДНОЙ 
прямой. 

7. С помощью предылущей теоремы показать, что точки пересечения 
касательной в неподвижной точке ряда с касательной в движущейся 
точке н с прямой, соединяющей движущуюся точку с другой неподвиж- 
ной точкой ряда, описывают на касательной в неподвижной точке иро- 
ективные ряды точек. Найти инварнант проективностн. 

8. Вывести из предыдущей теоремы, что касательные к ряду точек 
2-го порядка образуют пучок прямых 2-го порядка. 

Провести рассуждения, двойственные предыдущим: 

Г. Показать, что прямые, несущие на себе проективные ричы точек, , 
определяющие пучок прямых 2-го порядка, сами принадлежат этому 
пучку, и что характеристической точкой носительницы каждого ряда | 
служит точка ряда, соответствующая той точке другого ряда, в которой 
пересекаются носительницы обоих рядов. | 

И т.д, ло 8. 

97. Определим кривую 9-го порядка как линию, несущую ряд точек 
2-го порядка (Штейнер). По предыдущему, кривую 2-го порядка можно 
также определить как линию, касательную к пучку прямых 2-го порядка. 
Показать, что эти определения равносильны принятому ранее определе- 
ленню кривой 2-го порядка как проекцин круга. 1 

98. Четыре точки кривой 2-го порядка приняты за вериипы полного 
четырехугольника, а касательные в этих точках — за стороны полного 
четырехсторонника. С помощью построения 2 задачи 96 показать, что 
пиагональные треугольники четырехугольнака н четырехсторонника сов- 
надают. 

99. Цана кривая 2-го порядка, точка, не лежащая па ней, и секуцая, 
проходящая через эту точку. С помощью предыдущей теоремы пока» 
зать, что точка, гармонически сопряженная с данной точкой относи- 
тельно точек нересечения кривой и секущей, и точка нересечения каса- 
тельных к кривой в тех же точках лежат на прямой, положение которой 
втолие определяется данной кривой и данной точкой и не зависит от 
выбора секущей (поляра точки относительно кривой); если данная точка 
внешняя, то точки касания касательных, проходящих через нее, также 
лежат на поляре. ' 

100. Доказать двойственную теорему: дана кравая 2-го порядка, 
прямая, не касательная к ней, и внешзяя точка, лежащая на этой пря 
мой; тогда прямая, гармонически сопряженная с данной прямой отно-’ 
сительчо казательных, нроходящих через данную вненнюю точку, и’ 
прямая, соединяющая точки касания этих касательных, проходят через 
точку, положение которой вполне опрелеляется данной кривой и ланной 
прямой н не зависит ог выбора внешией точки (полюс прямой относи- 
тельно кривой); есни данчан прямая — секушая, то касательные в точках 
пересечения ее с кривой также проходят через полюс. Г 

101. Показать, что определение поляры ирименимо и к тому случаю, ' 
когда даиная точка лежит на кривой, а определение полюса применимо 


* 


100 ПРОЕКТИВНАЯ ГЕОМЕТРИЯ 


и к тому случаю, когда данная прямая касательна к кривой, и что 
поляра точки кривой есть касательная в этой точке, а полюс касатель- 
ной есть точка касания. к 

102. Треугольник изменяется так, что стороны его вращаются вокруг 
трех неподвижных Точек, не лежащих на одной прямой, а две вершины 
скользят по неподвижным прямым. Найти геометрическое место третьей 
вершины. Во что обращается это геометрическое место, если три Не- 
подвижные точки лежат на одной прямой? 

103. Треугольник изменяется так, что вершины его скользят по трем 
неподвижным прямым, не пересекающимся в одной точке, а две стороны 
вращаются вокруг неподвижных точек. “Найти огибающую третьей сто- 
роны. Во что обращается эта огибающая, если три неподвижные прямые 
пересекаются в одной точке? 

104. Заменить в задаче 102 вращение одной из сторон вокруг непо- 
движной точки качением по неподвижной кривой 2-го порядка, касатель- 
ной к неподвижным прямым, а в задаче 103 скольжение одной из вер- 
шин по неподвижной прямой — скольжением по неподвижной кривой 
2-го порядка, проходящей через неподвижные точки. 

105. Два угла, постоянных по величине, вращаются вокруг своих 
вершин так, что точка пересечения двух из их сторон описывает 
прямую. Какую линию описывает точка пересечения двух других 
сторон? К 

106. Две прямые вращаются вокруг неподвижных точек с одинако- 
вой угловой скоростью в одинаковых или противоположных направле- 
ниях. Какую линию описывает в каждом случае точка пересечения 
прямых? 

107. Основание треугольника неподвижно, а вершина описывает 
прямую. Какую линию описывает точка пересечения ВЫСОТ? 

108. Отрезок постоянной длины скользит по неподвижной прямой. 
Какую линию описывает точка пересечения прямых, соединяющих его 
концы с двумя неподвижными точками? Применить результат к построе- 
нию гиперболы по асимптоте и трем точкам. 

109. По асимптотам и одной точке гиперболы построить произволь- 
ное число точек. 

110. По диаметру и касательной параболы, проходящим через одну 
точку ее, и еще по одной ее точке построить произвольное число 
точек. 

111. Показать, что касательная к гиперболе отсекает от угла между 
асимптотами треугольник постоянной площади. 

112. Показать, что отрезки между точками касания двух параллель- 
пых касательных к эллипсу или гиперболе и точками пересечения этих 
касательных с движущейся касательной обратно пропорциональны. 

113. Показать, что подвижная касательная к параболе делит отрезки 
двух неподвижных касательных от точек касания до точки пересечения 
в обратных отношениях. 

114. Показать, что отрезок касательной к гиперболе между асимпто- 
тами делится точкой касания пополам. 

115. Показать, что касательная к параболе и произвольная прямая 
не диаметрального направления, проходящая через точку касания, пере“ 
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секают диаметр, сопряжевный с этой прямой, в точках, симметричных 
относительно точки перссечения днаметра © параболой. 

116. По асимптотам и точке гиперболы построить касательную в этой 
точке. 

117. По днаметру и касательной, проходящим через одну точку 
параболы, постронть касательную в произвольной точке. 

118. С помощью иостроения 2 задачи 96 доказать теоремы Штаудта 
(Зацад. 

Прямая, сопряженная с одной из сторон треугольника, вписанного 
в кривую 2-го порядка, пересекает лве другие стороны в сопряженных 
точках; н обратно, прямая, пересекающая две сторогы треугольника, 
вписанного в коивую 2-го порядка, в сопряженных точках, сопряжева 
© третьей стороной. Доказать также двойствевную теорему. 

119. Показать, что на всякой прямой, ве касательной к кривой 2-го 
порядка, пары сопряженных точек образуют ннволюцию; вывести отсюда, 
что когла точка описывает ряд точек на прямой, не касательной к кри- 
вой 2-го порядка, то поляра этой точки описывает проективный этому, 
рялу пучок прямых вокруг полюса этой прямой; показать, что эта тео- 
рема верна и в том случае, когда данная прямая касательна к кривой 
2-го порядка; вывести двойственные теоремы. 

120. Двойные точки инволюции сопряженных точек на прямой, не 
касательной к кривой 2-го порялка, суть очевидно точки пересечения этой 
прямой с кривой, если эти двойные точки вещественны. Показать, что 
это верно и в том случае, когда двойные точки мнниы, понимая пол 
мвимой точкой кривой 2-го порядка точку пересечения соответетвующих 
мнимых прямых двух проективных пучков прямых, опрелеляющих эту 
кривую. Показать, что определяющие пучки можно выбирать произ- 
вольно, как и в случае вещественной точки. Доказать также двойствен- 
ную теорему. 

121. Показать, что эллипс пересекает бесконечно удаленную прямую. 
в лвух мнимых точках. т 

122. Показать, что круг пересекает бесконечно удаленную пря- 
мую в циклических точках, и обратно, что кривая 2-го порядка, 
пересекающая бесконечно удаленную прямую в циклических точках, есть 
круг. 

123. В курсах аналитической геометрии доказывается, что движу- 
щаяся точка М, расстояния которой от неподвижной точки Р и непо- 
движной прямой @ сохраняют постоянное отношение, опксывает кривую 
2-го порялка К; доказать то же самое на основе опрелеления Штей- 
нера крнвых 2-го порядка, пользуясь следующей схемой рассуждений: 

1. Показать, что кривая К симметрична относительно перпендику- 
ляра РО, опущенного из точки Ё на прямую 4. 

2. Предполагая отношение е расстояний МЕ, МР точки М от 
точки Ри от прямой & не равным единице, найти точки пересечения А, 
В кривой К с прямой РО, н показать, что точка Р лежит на отрезке 
АВ при е< Ти вне отрезка АВ при е`>1, а точка © — наоборот. 

3. Показать, что прямые, соединяющие точку Ё и точки пересечения 
А', В’ прямой @ с прямыми МА, МВ, суть биссектрисы углов между 
прямыми 48 в РМ. 
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° 
4. Показать, что кривая К есть кривая 2-го порядка, а именно, 


эллипс при е< 1, гипербола при е > 1. 

5. Показать, что при е==1 кривая К есть парабола. 

124. Точка ЕР предыдущей задачи называется фокусом кривой К, 
а прямая 4 — директрисой. Показать, что директриса @ есть поляра 
фокуса Ё, прямая ЕВ’ — поляра точки А’ и прямая ЕА’ — поляра 
точки В’. 

_ 125. Показать, что касательные к кривой 2-го порядка из фокуса 
суть изотропные прямые, и обратно, такая точка, что касательные из нее 
к кривой 2-го порядка суть изотропные прямые, есть фокус (РИйскКег). 

126. Показать, что отрезок движущейся касательной к кривой 2-го 
порядка, заключенный между двумя неподвижными касательными, виден 
из фокуса под постоянным углом; показать, что этот угол прямой, если 
неподвижные касательные проведены в концах оси кривой, проходящей 
через фокус; вывести отсюда построение фокусов. 

127. Показать, что угол между прямыми, соединяющими фокус 
с двумя точками кривой, делится пополам прямой, соединяющей тот же 
фокус с точкой пересечения касательных в этих двух точках. 

128. Показать, что касательная к эллипсу или гиперболе делит 
пополам угол между прямыми, соединяющими точку касания с фоку- 
сами; видоизменить эту теорему для случая параболы. - 

129. Показать, что для эллипса сумма расстояний, а для гиперболы 
разность расстояний всякой точки от фокусов есть величина постоянная. 

130. Показать, что существует одна и только одна кривая 9-го по- 
рядка, проходящая через пять точек, из которых никакие три не 
лежат на одной прямой, или касательная к пяти прямым, из которых 
никакие три не проходят через одну точку. 

131. Даны пять точек кривой 2-го порядка. Принимая две из этих 
точек за центры проективных пучков, определяющих кривую, и пере- 
секая каждый пучок одной из прямых, соединяющих две из остальных 
‚точек с третьей, показать, что в сечении получатся два перспективных 
ряда точек, и воспользоваться этим для построения второй точки пере- 
сечения кривой с произвольной прямой одного из пучков. 

132. Вывести из предыдущего построения теорему Паскаля и анало- 
гичным путем вывести теорему Брианшона. 

133. Показать, что теорема Паскаля не теряет силы, когда одна, 
две или три различные пары соседних вершин состоят из совпадающих 
точек, если за сторону, соединяющую две вершины, сливающиеся в одну, 
считать касательную в этой вершине, и точно так же, что теорема Бри- 
аншона не теряет силы, когда одна, две или три различные пары сторон 
состоят из совпадающих прямых, если за точку пересечения двух сторон, 
сливающихся в одну, считать точку касания этой стороны. 

134. С помощью теорем Паскаля. и Брианшона построить произволь- 
ное число точек и касательных кривой 2-го порядка по следующим данным: 

1. По пяти точкам или по пяти касательным. 

2. По четырем точкам и касательной в одной из них или по четы- 
рем касательным и точке касания одной из них. 

3. По трем точкам и касательным в двух из них или по трем каса- 
тельзым и точкам касания двух из них, 
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135. Доказать теорему Дезарга: всякая прямая, нео проходящая 
через вершины четмрехугольника, воисанного в кривую 2-го пюрядка, 
пересекаег кривую и пары противоположных сторон вписанного четырех- 
угольиика в парах точек одной и той же инволюции. 

Доказать также двойственпую теорему. 

136. С помощью теоремы Дезарга доказать следующие теоремы: 

1. Точка пересечения высот треугольника, вписанного в равнобочную 
гиперболу, лежит на той же гнлерболе. 

2. Биссектрисы углов между парами противоположных сторон пол- 
ного четырехугольника, вписанного в круг, параллельны. 

137. Рядом прямых 2-го порядка называется совокуппость линий 
пересечения соответствующих плоскостей двух неперспективных и не- 
соосных проективных нучков плоскостей в одной связке. Касательной 
илоскостью к ряду прямых 2-го порядка вдоль данной прямой назы- 
вастся плоскость, проходящая через эту прямую, но не имеющая с рядом 
других общих прямых. 

Пучком плоскостей 2-го порядка называется совокунность ило- 
скостей, соединяющих соответствующие премые двух кеперсиективных и ке- 
лежащих в одной плоскости пучков прямых в одной связке. Характе- 
ристической прямой данной плоскости пучка плоскостей 2-го по- 
рялка называстся прямая связки, лежащая на этой плоскости, но не ле- 
жа:цая ии на какой лругой плоскости пучка. 

Доказать следующие теоремы; 

1. Плоскость, ве проходящая через центр связки, пересекает всякий 
ряд прямых 2-го порядка этой связки в ряде точек 2-го порядка и вся- 
кий пучок плоскостей 2-го порядка этой связки по пучку прямых 2-го 
норядка; м обратно, всякий ряд точек 2-го порядка проектируется из 
точки, не лежащей в его илоскостн, рядом прямых 2-го порядха, и вся- 
кий пучок прямых 2-го порядка проектируется из точки, не лежащей 
в сго плоскости, пучком плоскостей 2-го порядка. 

2. За оси пучков плоскостей, определяющих ряд прямых 2-го по- 
рядка, можно прицять любые две прямые ряда, и авБалогично для пучка 
плоскостей 2-го порядка. 

3. Касательные плоскости ряда прямых 2-го порядка образуют пучок 
плоскостей 2-го порядка, и аналогичио, характеристические прямые пучка 
плоскостей 2-го порядка образуют ряд прямых 2-го порядка. 

138. Совокупность точек, иринадлежащих прямым ряда прямых 2-го 
порядка, называется коннческой поверхностью или конусом 
2-го порядка; центр связки, которой приваллежит ряд, называется вер- 
шинной конуса; прямые ряда — образующимн конуса; касатель- 
ные плоскости ряда — касательными плоскостями копуса. 

Показать, что плоскость, не проходящая через вершину конуса 2-го 
порядка, пересскает его по кривой 2-го порядка, а его касательные пло- 
скости — по касательным к этой кривой, н обратно, что кривая 2-го 
позудка проектируется из точки, не лежащей в ее плоскости, конусом 
2-го порядка, а ее касательные — касательными плоскостями копуса; 
показать, что проекция кривой 2-го порядка есть кривая 2-го порядка. 

Перенести на конус теорию полюсов и поляр, заменив ноляру точки 
полярной плоскостью прямой и полюс прямой — полярой илоскостн- 
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Перенести на конус теоремы Паскаля и Брианшона, Штаудта, Дезарга. 

139. Показать, что среди плоских сечений конуса 2-го порядка 
с конечной вершиной имеются и эллипсы и гиперболы и' параболы. 

140. Конус с бесконечно удаленной вершиной называется цилин- 
дром. Показать, что сечения цилиндра 2-го порядка плоскостями, не 
параллельными образующим, могут быть либо только эллипсами, либо 
только гиперболами, либо только параболами. 

141. Линейчатым рядом называется совокупность прямых, пере- 
секающих три скрещивающиеся прямые; эти три прямые называются 
направляющими ряда; вообще, направляющей называется всякая 
прямая, пересекаемая всеми прямыми ряла. 

Доказать следующие теоремы: | 

1. Вместо данного определения можно принять за определение линей- 
чатого ряда каждое из следующих двух: 

Линейчатый ряд есть совокупность прямых, соединяющих соответ- 
ствующие точки двух проективных рядов точек на скрещивающихся 
прямых; за носительницы проективных рядов можно принять любые две 
направляющие линейчатого ряда. 

Линейчатый ряд есть совокупность линий пересечения соответствую- 
ших плоскостей двух проективных пучков плоскостей со скрещивающи- 
мися осями; за оси проективных пучков можно принять любые две 
направляющие линейчатого ряда. 

9. Направляющие линейчатого ряда в свою очередь образуют линей- 
чатый рял, а направляющие последнего образуют первый. 

142. Совокупность точек, принадлежащих прямым линейчатого ряда, 
называется линейчатой поверхностью 2-го порядка; по отно- 
шению к этой поверхности прямые линейчатого ряда называются обра- 
зующими, и сам линейчатый ряд называется системой образую- 
щих. Доказать теоремы: 

`* Линейчатая поверхность 2-го порядка содержит две системы обра- 
зующих. 

2. Две образующие одной системы скрещиваются, две образующие 
разных систем пересекаются. 

3. Каждая точка, лежащая на образующей одной системы, лежит на 
определенной образующей другой системы; каждая плоскость, проходя- 
щая через образующую одной системы, проходит через определенную 
образующую другой системы. 

143. Прямая, имеющая с линейчатой поверхностью 2-го порядка одну 
общую точку, называется касательной к поверхности в этой точке. 
Показать, что все касательные к поверхности в одной точке лежат 
в одной плоскости, а именно в плоскости, соединяющей образующие, 
проходящие через эту точку, причем все прямые, лежащие в этой 
плоскости и проходящие через эту точку, за исключением образующих, 
суть касательные. 

144. Плоскость, соединяющая образующие линейчатой поверхности 
2-го порядка, пересекающиеся в данной точке, называется касател ь- 
ной плоскостью поверхности в этой точке. 

Показать, что всякая плоскость, не касательная к линейчатой поверх- 
ности, пересекает ее по кривой 2-го порядка, и обратно через всякую 


г и 
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кривую 9-го порядка можно провести линейчатую поверхность 2-го 
порядка; аналогично показать, что касательные плоскости к линейчатой 
поверхпости, проходящие через всякую точку, не лежащую иа поверх- 
ности, огибаюг конус 2-го порядка, и обратно, ко всякому копусу 2-го 
порядка можно провестн касательную линейчатую поверхность 2-го порядка. 

145. Линейчатая поверхность 2-го порядка называется однополым 
гиперболоидом или гиперболическим параболоидом 
смотря по тому, принадлежит ли бесконечно удаленная плоскость к числу 
се касательных плоскостей или нет. Доказать теоремы: 

1. Все образующие параболонла, принадлежащие К одной системе, 
параллельны одной плоскости; никакие три образующие гиперболоида 
не параллельны одной плоскости. 

2. Плоские сечения гилерболонда суть эллипсы, гиперболы, параболы 
и пары пересекающихся прямых; плоские сечення параболоида суть гн- 
перболы, параболы и пары пересекающихся прямых. 

3. Проективные ряды, по которым образующие одной системы пере- 
секают две образующие другой системы, в случае параболоида не 
подобны и не равны. 

4. Всякая образующая гиперболоида, принадлежащая одной системе, 
параллельна одной образующей другой системы; две образующие пара- 
болоида не могут быть параллельны. 

146. Показать, что прямая, вращающаяся вокруг неподвижной прямой, 
скрещивающейся с нею и не перпеидикулярной к ней, описывает одно- 
полый гиперболоид. 

147. Цан шестиугольннк, вписанный в кривую 2-го порядка. Пока- 
зать, что около этого шестнугольника можно описать неплоский шести- 
угольник, сторонами которого служат образующие линейчатой поверх- 
ности, проходящей через кривую, н воспользоваться этим неплоским 
шестнугольником для наглядного доказательства теоремы Паскаля. 

148. Найти уравнение кривой 2-го порядка в однородных координа- 
тах, приняв за вершины координатного треугольника две точки кривой 
н точку пересечения касательных в этнх точках, а за единичную точку 
какую-нибудь третью точку. Видоизменить это уразнение для случая, 
когда единичная точка не лежит на кривой. Вывестн уравиенне гнпер- 
болы, отнесениое к асимптотам, и уравнение параболы, отнесенное 
к касательной и пнамстру, проходящему через точку касания. 

149. Найти уравнение кривой 2-го порядка в однородных коорлниа- 
тах, приняв за вершины координатного треугольника три попарно сонря- 
женные точки, а за единичную точку—- точку пересечения касательных 
в точках пересечения кривой с двумя сторонами треугольника. Внидо- 
изменить это уравнение для случая произвольного выбора единичной 
точки. Вывести уравнения эллипса и гнперболы, отнесенные к сопря- 
женным диаметрам. 

150. Найти уравнение линейчатой поверхности 2-го порядка, приняв 
за веринны координатиого тетраэдра точкн пересечения двух пар обра- 
зующих разных систем. Вывести уравнение гиперболического параболо- 
ида, отнссенносе к паре образующих разных систем и прямой, соеди- 
няющей точку пересечения их © точкой пересечения бесконечно удаленных 
образующих. 
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Й ГЛАВА У. 
йе ОБОСНОВАНИЕ ПРОЕКТИВНОЙ ГЕОМЕТРИИ. 


По мере развития проективной геометрин, все более подтверждалась 
мысль НПонселе, что теоремы элементарной геометрии суть частные случаи 
теорем проективной геометрин. Хотя основные положения проективной 
геометрии в свою очерель были выведены из элементарной геометрии, 

| но понятием меры при этом приходилось пользоваться в незначительной 
м степени — уже у Штейнера все свелось к применению свойств двойных отно- 

| нений. В 1847 г. Штаудт (З+ац@\®) в сочинении “Де Сеотеше 4ег Гаде“ 
добился в основном полного освобождения проективной геометрии от 
| понятия меры. В 1856, 1857 и 1860 гг. вышли три дополнения к этому 
ы сочинению под названием „Вейгазе 2иг Сеоте{е 4ег Гасе“, в которых 
й Штауд, развивая свой метод далее, показал: 1) что даже мнимые эле- 
менты могут быть введены в геометрию помимо понятия меры; 2) что 
| двойные отношения можно определить независимо от понятия меры, и 
3) что их можно рассматривать не как числа, а как особые фигуры, и 
арифметические действия над ними, как особые геометрические операции. 
В основу своих рассуждений Штаудт кладет систему положений, вполне 
достаточную для логического вывода проективных свойств фигур, отно- 
сящихся к инцидентности и расположению элементов, но вывод свойств, 
основанных на непрерывности этого расположения, нельзя признать стро- 
гим, в виду отсутствия в числе основных положений какой-либо логиче- 
ской формулировки этой непрерывности. Если принять во внимание, что 
8 строгое обоснование теории иррациональных чисел, впервые выработанное 
ИХ Дедекиндом (Редек!т а) в 1858 г., было опубликовано лишь в 1872 г., 
р то нужно признать, что для своего времени изложение Штаудта могло: слу- 
| жить образцом математической строгости, тем более, что в этом отно- 
| шении геометрия в течение долгого времени отставала от анализа. Ука- 
| занный пробел в изложении Штаулта был впоследствии устранен рядом 
в авторов путем введения тех или иных аксиом непрерывности, а прочие 
основные положения подверглись значительному упрощению. 

Нижеследующие задачи имеют своей целью, во-первых, выяснить 
связь системы Штаудта © идеями уже содержавшимися В работах Пон- 
селе, Мёбиуса и Штейнера, во-вторых, дать понятие © построении про- 
сктивной геометрии в духе Штаудта, для чего применяется некоторая 
система определений и аксиом. Вопросов, составляющих предмет 
„Вейгасе“, мы однако не можем здесь коснуться. 

В дальнейшем мы называем чисто проективными такие понятия, по- 
ложения и рассуждения проективной геометрии, которые не зависят от 
понятия меры, а метрическими те, которые связаны с этим понятием. 
Термин „чисто проективное“ не следует смешивать с термином „проек- 
тивное“, например двойное отношение есть понятие проективное, так 
как оно ие изменяется при проектировании, но оно. не чисто проектив- 
ное, а метрическое. 

151. Сетью Мёбиуса на плоскости называется совокупность то- 
чек и прямых, которые можно построить по четырем заданным точкам, 
не лежащим по три на одной прямой, применяя любое количество раз 


> 
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только две операции, а именно, соединение заданных или ранее постро- 
ениых точек прямыми и определение точек иерессчения ранее построен- 
ных прямых. 

Пользуясь методом проекций Понселе, показать, что сеть Мёбиуса 
состоит из точек и прумых, координаты которых (или отаошение коор- 
динат, когда координаты бесконечны или неопределенны) по отиошению 
К Системе отсчета, составленной из заданных четырех точек, суть числа 
рациональные. 

152. Показать, что по трем заданным точкам прямой, применяя любое 
количестно раз построенне четвертой гармонической точки к трем за- 
данным или ранее построенным точкам, можно построить все точки, 
координаты которых по отношению к системе отсчета, составленной нз 
заланных точек, суть числа рациональные, и что никаких других точек 
таким путем построить нельзя. 

153. Показать чисто проективно с помощью теоремы Дезарга, 
изложенной в задаче 36, что построение четвертой гармонической к трем 
заданным точкам с помощью полного четырехсторонника, указанное в 
вадаче 18, приводит к вполне определенной точке, как бы ни был вы- 
бран этот четырехсторониик. 

154. Показать, что теорема Дезарга, упомянутая в предыдущей за- 
даче, может быть выведена чисто просктивно, если предварительно до- 
казать ее для треугольников, не лежащих в одной зыюскости. 

165. Штаудт определяет четвертую гармоническую точку следующим 
образом: зсли точки А, В, С лежат на одной прямой и точхи А, С суть 
точки нересечения противоположных сторон простого плоского четырех- 
угольника, а точка В есть точка пересечения прямой АС с одной из 
днагопалей этого четырсхугольника, то точка пересечения ДО прямой 
АС со второй диагональю того же четырехугольника пазывается чет- 
вертой гармонической к точкам А, В, С. Показать чисто про- 
сктивным путем, что это определение однозиачно определяет точку ДО 
по заданиым точкам А, В, С и что оно согласно с прннятым в задаче 
14 метрическим определением гармонической сопряженности. 

156. Проективным соответствием между двумя рядами точек называ- 
ется по Штаудту такое одно-однозначное соответствие межлу ними, при 
котором всякой гармонической групие точек одного ряда соответствует 
гармоническая группа точек другого ряда. Показать, что это определение 
согласно с ланным в задаче 60, по крайней мере по отношению к точкам 
с рациональными абсциссами относительно соответствующих систем отсчета. 

157. Коллинеарное соответствие между двумя паоскимн системами 
Штаулт определяет, следуя Мёбиусу, как такое одно-однозвачное соот- 
ветствие между ними, при котором точкам соответствуют точки, пря- 
мым прямые, и притом инцидентным точкам и прямым соответствуют 
инцидентные точки и прямые. 

Показать, что это определение согласно с данным в задаче 62, по 
крайней мере по отношению к точкам и прямым с рациональными ко- 
ординатами относительно соответствующих систем отсчета. 

158. Показать, что онрелеления залач 156, 157 равносильны соот- 
ветствующим определениям залач 60, 62, если добавить условие, что 
определяемые соответствия непрерывны. 
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159. При самостоятельном построении проективной геометрии мы 
булем называть точкой элемент, образующий совокупности, называе- 
мые прямыми, плоскостями и пространством. Для общности 
можно и точку рассматривать как совокупность точек, содержащую одну 
точку. Относительно прямой мы допустим, напротив, что она содержит 
не менее двух точек, относительно плоскости — что она содержит не 
менее трех точек, не содержащихся в одной прямой, относительно про- 
странства, что оно содержит не менее четырех точек, не содержащихся 
в одной плоскости или в одной прямой. 

Чтобы не выходить за пределы трехмерной геометрии, мы допустим, 
что все точки, а потому и все прямые и плоскости, принадлежат од- 
ному пространству. Далее примем следующие связи между точками, 
прямыми и плоскостями: 

Та) существует только одна прямая, содержащая две заданные раз- 
личные точки; 

16) существует только одна плоскость, содержащая заданную прямую 
и заданную точку, не содержащуюся в этой прямой; 

1с) существует только одна прямая, содержащаяся в двух заданных 
различных плоскостях; 

14) существует только одна точка, содержащаяся в заданной прямой 
и заданной плоскости, не содержащей этой прямой. 

Мы употребили здесь выражения „содержать“ и „содержаться“, при- 
менимые к совокупностям всякого рода, но в дальнейшем будем упот- 
реблять выражения „проходить через“ и „лежать на“, принятые в гео- 
метрии. Далее, совокупность, определяемую несколькими другими, содер- 
жащимися в ней, будем называть „соединяющей“ эти последние, сово- 
купность, определяемую несколькими другими, содержащими се, будем 
называть „пересечением“ последних, и т. п. 

Исходя из принятых определений и допущений, доказать теоремы: 

1. Прямая, соединяющая две точки плоскости, лежит На этой пло- 
скости. 

2 Всякая общая точка двух плоскостей лежит на прямой, по кото- 
рой эти плоскости пересекаются. 

3. Через три точки, не лежащие на одной прямой, проходит только 
одна плоскость. 

4. Три плоскости, не проходящие через одну прямую, проходят через 
одну точку. {2 

5. Через каждую прямую проходит не менее двух плоскостей. 

6. Через каждую точку проходит не менее трех плоскостей, не про- 
ходящих через одну прямую. 

7. Две различные прямые, проходящие через одну точку, лежат в 
одной плоскости. 

8. Две различные прямые, лежащие в одной плоскости, проходят 
через одну точку. 

160. Условимся считать точки и прямые, лежащие на некоторой оп- 
ределенной плоскости, бесконечно удаленными, т. е. будем считать две 
прямые параллельными, если они пересекают эту плоскость В одной и 
той же точке, и т. д. 

Исходя из этого соглашения доказать теоремы. 
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1. Две прямые, параллельные третьей, параллельны между собой. ` 
2. Две плоскости, параллельные третьей, параллельны между собой, 
_ 3. Плоскость, параллельная одной из двух параллельных прямых, 
параллельна и другой. _ 

4. Прямая, параллельная одной из двух параллельных плоскостей, 
параллельна и другой. 

5. Две плоскости, параллельные двум не параллельным прямым, парал- 
лельны межлу собой. 

6. Две прямые, параллельные двум не параллельным плоскостям, парал- 
лелыши между собой. 

161. В пополнение к ранее принятым, примем еще следующие допу- 
щения, касающиеся расположения и числа точек на прямой: 

По отношеиню к любым двум точкам А, В любой прямой прочие 
ве точки распределяются между двумя классами (открытыми отрезками 
АВ) со следующими свойствами; 

Па) всякий открытый отрезок содержит по крайней мере одну точку; 

ПЪ) если С — точка открытого отрезка АВ, то прочие его точки рас- 
пределяются межлу определенными открытыми отрезками АС, СВ; 

Пс) всякая проекция открытого отрезка АВ есть открытый отрезок 
А'В’, где точки А’, В’ суть проекции точек А, В. 

Точки А, В называются концами открытого отрезка АВ. Сог- 
ласво определению, конны не входят в открыгый отрезок. Если же к 


открытому отрезку АВ присоединить концы, то получится замкнуты й 
отрезок АВ. 


Доказать теоремы: 

1. Прямая содержит бесчисленное множество точек. 

2 По отношению к конечному числу точек прочие точки прямой 
распределяются между таким же числом открытых отрезков, кониами 
которых служат эти точки, причем кажлая служит конном двух отрез- 
ков. Новые отрезки, появляющиеся при лобавлении новых точек, суть 
подразделения прежних отрезков. 

3. Сказанное о числе и расположенин точек на прямой можно пе- 
реиести на расположение прямых в пучке прямых и на расположение 
плоскостей в пучке плоскостей. 

162. Последовательность положений переменного элемента М, онисы- 
вающего заданную совокупность, считается заданной, если для любых 
двух элементов А, В указано определенным образом, который ив них 
представляет собой предшествующее, который последующее положение 
элемента М, и притом так, что из трех элементов А, В, С только один 
будет представлять собою положение элемента М, промежуточное межлу 
двумя остальными. Доказать теоремы: 

1. Элемент А! отрезка А совокупности 1-ой ступени может описывать 
этот отрезок только в двух определенных последовательностях (каправ- 
леинях), если требуется, чтобы из любых трех положений элеменга М 
промежуточное положение принадлежало отрезку, концами которого 
служат крайние положения. 

Эти нанравления противоположны друг другу. Если отрезок АВ зак- 
рытый, то каждый из концов служит при одном из направлений на“ 
чальным, а при другом — конечным положением элемента М. Если отре 
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й зок АВ открытый, то начального и конечного положения не суще- 
ствует. 
р. 2. Элемент /{ совокупности 1-ой ступени может описывать ее только 
| в двух противоположных направлениях, начиная с заданного положе- 
|: ния , если сохранено требование предыдущей теоремы относительно 
`В любых трех последовательных положений. Конечного положения ни при 
одном из этих направлений не существует. При замене начального поло- 
р. жения А новым начальным положением В каждому направлению описы- 
вания, начиная с А, соответствует одно из направлений описывания, на- 
_ № чиная с В, при котором открытый отрезок АВ описывается в прежнем 
и) направлении. 
| 163. Направления описывания совокупности 1-ой ступени, начиная с 
% различных элементов А, В, называются согласными между собой, 
| если при обоих начальных элементах открытые отрезки АВ описываются 
| | в одинаковых направлениях. Показать, что два направления, согласные 
| с третьим, согласны между собой. Показать, что при замене какого- 
| либо направления согласным последовательность конечного ‘числа эле- 
ментов либо не меняется, либо подвергается круговой перестановке. 
Я 164. Все согласные между собой направления при различных началь- 
| ных элементах рассматриваются как различные представления одного и 
| того же направления описывания совокупности 1-ой ступени, не- 
№ зависимо от выбора начального элемента. Показать, что последователь- 
} ность любых трех элементов 4, В, С вполне определяет направление 
з описывания совокупности 1-ой стунени, причем последовательности АВС, 
Е ВСА, САВ, отличающиеся друг от друга круговой перестановкой, опре- 
Е деляют одно и то же направление описывания, а последовательности- 
| СВА, АСВ, ВАС, противоположные предыдущим, определяют противо- 
| положное направление. 
И 165. Показать, что по отношению к двум прямым а, 8 на плоскости 
Е все нележащие на них точки плоскости распределяются на два класса 
{В (открытые угловые области 26) со следующими свойствами: один 
из открытых отрезков, соединяющих две точки одной из угловых облас- 
тей, весь содержится в этой области; каждый из открытых отрезков, 
соединяющих Две точки разных угловых областей, пересекает одну из 
прямых а, 6. 
| 166. Прямые а, В предыдущей задачи называются сторонами 
| угловой области. Если стороны включаются в угловую область, то она 
| называется замкнутой. Показать, что замкнутая область сохраняет 
| свойства открытой по отношению к замкнутым ©етрезкам, концы которых 
Г не лежат на одной стороне. 
| 167. Показать, что по отношению к треугольнику АВС точки пло- 
скости, не лежащие на его сторонах, распадаются на четыре класса 
(открытые треугольные области АБС), каждый из которых состоит из 
точек, принадлежащих определенным открытым угловым областям, сто- 
| ронами которых служат пары сторон треугольника. 
|| 168. Замкнутой треугольной областью АВС называется совокуп- 
3 ность точек, которая получается при присоединении к открытой обла- 
сти открытых отрезков АВ, АС, ВС, содержащихся соответственно 
| в тех же угловых областях, что и открытая треугольная область АВС, 
. 
. 
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и точек А, В, С. Замкнутые отрезки АВ, АС, ВС называются сторо- 
нами замкнутой треугольной ‘области, а точки 4, В, С—ее верши- 
нами. Доказать следующие теоремы о замкнутых треугольных областях 
АВС и замкиутых отрезках. 

1. Сторонами четырех треугольных областей, определяемых треуголь- 
пикам АВС, служат все шесть отрезков АВ, АС, ВС, причем кажлая 
сторона — общая для двух треугольников. 

2. Один из отрезков, соединяющих две точки треугольной области, 
весь прянадлежит ей. 

3. Один из отрезков, соединяющих две точки разиых треугольных 
областей, пересекает их общую сторопу. 

4. Прямая, ие прохолящаи через вершины ‘треугольлой области и 
пересекаюгая одну нз ее сторон, пересекает еще одну сторопу и пе ие- 
ресекает третьей. 

169. Доказать теорему: когла одна из точек 1, №, гармонически 
сонряженных относнтелыю неподвижных точек 4, В, описывает прямую 
АВ в определенном направлении, другая точка описывает ту же прямую 
в противоположном направлении. 

170. В дополнение к принятым ранее, примем еще следующее допу- 
щение, характеризующее непрерывность расположения точек на нрямсй: 

Ш; Если прямолинейвый отрезок АВ содержит отрезок СО, то точкя 
М, № одновременно опясывающие эти отрезки, совпадают по крайпей 
мере оцнн раз, причем, если совпадений не одно, то одно из нах пред- 
шествует всем остальным. 

Доказать теоремы: 

1. Если нанравления движения точек М, № протавоположны, то они 
совиалают только один раз. 

2. Если пары точек АВ, СР разделяют друг друга, то не сущест- 
вует пары точек, гармонически сопряженных относителыю обеих пар 
АВ, СР; если же пары АВ, СД разделяют друг друга, то такая пата 
существует. \. 

3. Принятое допущение и вытекаюкие из него следствия можно рас- 
простраюнть и ма пучок прямых или плоскостей. 

171. Принимаи определение проективности, данное в задаче 156, 
притом для любых совокупностей 1-ой ступени, показать чисто ор 
тивно, что существует одна и только одна проехтинпость, при которой 
заданвым трем элементам одной совокупности ‘соответствуют заданные 
три элемента другой. 

172. Принимая определение коллинеарности, данюе в задаче 157, 
показать чисто проективно, что существует одна н только одна колля- 
неарность, нри которой заланным чегырем точкам озной системы, не 
лежащим по тра ина одной прямой, соответствуют заданцые чезыре точки 
другой системы, не лежашщие по три на одной прямой. 


че 
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отдЕЛ ТРЕТИЙ — КИНЕМАТИЧЕСКАЯ ГЕ ОМЕТРИЯ 
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При решении многих геометрических задач и доказательствах тео- 
рем, часто приходится пользоваться перемещением (движением) как от- 
дельных частей, так и целых фигур. При этом, кроме выигрыша в смы- 
сле наглядности и простоты, нередко удается значительно сократить не- 
обходимые вычисления и преобразования. И даже более того, подчас 
это представляет собой единственный, практически осуществимый путь 
решения. 

Можно сказать, что идея движения в геометрии появилась очень 
давно, едва ли не с возникновением самой геометрии, но попытки си- 
стематического применения этого метода к исследованию геометрических 
вопросов начались сравнительно недавно. 

Один из первых шагов в этом направлении был сделан Декартом при 
решении задачи о построении касательной к циклоиде. Не останавли- 
ваясь на второстепенных работах, не имевших существенного влияния 
на развитие интересующих нас вопросов, отметим мемуар Бернулли „Ое 
септо зроп{апео тофаНопе“, Орега, +. [\, 1742 и Коши (Сансву) „ош 1е 


`шонуетепе аце реш ргепёге ип зузете шуана Ме НЬге, оц аззие а сег- 


+атез сопа 01$“, 1827. В этом мемуаре Коши дает начало общей теории 
центроидов. 

= В 1843 г. Шаль опубликовал свой знаменитый мемуар © гёометри- 
ческих свойствах бесконечно малых перемещений свободного твердого 
тела в пространстве („Ргори@е$ овотеаиез г6]аНуез ац шопуешепе шй- 
пипеие рез Фип согрз зоН4е ИБге Чап$ Резрасе“. Сотрйез Кеп@из, 1843). 
Эта замечательная работа положила начало многочисленным исследова- 
ниям геометрических свойств движения как самого Шаля, так и мно- 
гочисленной школы его последователей. Особенно следует отметить боль- 
шую роль Манхейма (Маппнейт) в развитии и углублении этих методов. 
Результаты своих многолетних исследований, а также все наиболее инте- 
ресные достижения других геометров в этой области, он собрал в фун- 
даментальном сочинении „Рипс!рез её авуеюрретет8 Че збошёше сте- 
шаНнаие“, 1894. 

Термин „кинематическая геометрия“ требует некоторого пояснения. 
Прежде всего нужно установить, что в понятии движения является су- 
шественным для геометрических приложений. Манхейм так определяет 
кинематическую геометрию: „1а вботеше сшётанаие @и@е 1ез ргорие- 
{«з шииеёацез 4ез @бр!асететй: 4е$ Ибигез“. 

В области механики (точнее в динамике) изучение движения тел тес- 
нейшим образом связано с понятиями времени и силы. Если исключить 
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из рассмотрения понятие силы, то мы будем иметь залачу кинематики, 
где по существу изучаются законы движения гсометрических фигур. На- 
конец, если исключить из рассмотрения и понятие времени, то остается 
движенне в чистом виде (по терминология Маихейма) или, гочисе го- 
воря, остается от движения то, что явялется основным и ваиболее важ- 
ным в геометрических рассуждениях. 

Этим последним требованием об исключении времени !) и опреде. 
ляется название настоящего отдела. Именно под книематической геомет- 
рией мы будем в осиовном понимать совокуплость вопросов © дви- 
жении геометрических фигур, не принимая во внимание время и силы. 

Следует иметь в виду, чго если исключить только понятие силы ни 
оставить время, то естественно придется принять во внимание скорость 
и ускорение движения. Тем самым мы получаем возможность охватить 
более широкий круг задач. Но решневне таких задач получается весрав- 
ненно проще и изящнее, если пользоваться методами дифференциальной 
геометрки. Поэтому такие задачи даны в части [ (отдел „Дифферечци- 
альная геометрия“). 

О том, что движение (илн во всяком случае некоторые его свойства) 
можно изучать независимо от понятия силы и времени, говорил еще 
Эйлер в своем мемуаре „Роппшае ренега!е$ рго ЧтальаНоне дцасипдие 
согрогит {1е1огит"“ (М оу! Сот. Аса4. Реиор., в. ХХ). 

Достаточно ясные укизавия на это обстоятельство можно иайти и у 
Атреге, „Е5$а[ зиг 1а рнИоворЫе 4ез зс1епсез“ 1888 г.; Сатаоь „Езча 
роиг 1е$ тасШ лез си р6пбга]е5“, 1785; \топ5К, „Зузеще агсиНесюшюие 
абзон: 4е Гепсусюрё@е и зауом шипа“, и др. 

Рассмотрим сначала движение неизменясмых плоских фигур в своей 
плоскости. Основой веех рассуждений будет являться теорема Шаля: 3) 

При каком бы то ни было движении неизменной 
плоской фигуры в ее плоскости, переход из началь- 
ного положения в конечное может быть осуществлен 
простым вращением фигуры около неподвижного цептра 
(в случае параллельного перемещения за центр прини- 
мается бесконечно удаленная точка пернепдикуляра 
к направлению движения). 

Для бесконечно малых движений?) эта теорема принимает следую- 
щий более простой вкл; 

Всякое бесконечно малое движение неизменяемой 
ИлОсКОЙ Фигуры в ее плоскости есть вращение около 
некоторого центра (так пазынаемый мгиовенный центр вращения). 


1) Точнее говоря исключается только измерение времени, а последователь- 
ность во нремени осгасгси. 

Эта теорема значительно раньше была найлена Эйлерсм и Бернулли, см, 
задану 1 

$} Применение „бесконечно малых“ в кинематической геометрии ныеет тот 
же смысл, что и звмена приращения неремсиной ее дифферендеалом в анзлизе. 
Обоснование тгкой замезы можло найти например в курсе Э. Чезаро, и 
ный учебних влгебраического &иглиза н исчисления бесконечно малых, том И, 
$ 591. В дальнейшем мы не будем рассматривать этого вспроса кодробно, огра- 
начивзясь о нримеру основоноложенков книсматической гесметрии наглядными 
рассуждениями. 


Геометрия, ч. 1. 8 


А. + 
А+. 5 


> 


АЕ 
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Если сообщить какой-нибудь фигуре бесконечно малое перемеще- 
ние, то каждая из ее точек опишет бесконечно малую траекторию. 
Все нормали к этим траекториям очевидно пройдут через мгновенный 
центр. Изучая такие совокупности нормалей и их расположение отно- 
сительно подвижной фигуры, можно установить много весьма общих 
теорем кинематической геометрии, Манхейм даже ввел специальный 
термин „метод нормалей“. В задачах этого отдела метод нормалей ра- 
зобран на большом количестве примеров. Во всех курсах кинематики 
показывается теорема о том, что всякое движение плоской’ фигуры 
(неизменной формы) в своей плоскости можно осуществить посредством 
качения одной кривой (подвижная центроида) по другой (неподвижная 
центроида). Отсюда видна важность изучения таких движений. Но по- 
мимо приложений к кинематике, эти движения представляют и сами по 
себе чрезвычайно много интересного, в особенности в своих приложе- 
ниях к геометрии. 

Стоит отметить также и; кинематическую геометрию изменяемых 
фигур. В этом случае уже не приходится говорить о мгновенном цен- 
тре вращения, но зато тем ярче выступает, метод нормалей, который и 
помогает справиться со многими трудностями задачи. Первое системати- 
ческое исследование движения плоских фигур было проделано Шалем. 
Первое его сообщение об этом было сделано в 1829 г. и опубликовано 
затем в „Виейи 4е 1а Зос ша. 4е Егапсе“, 1878. | 

Несравненно более сложным является движение в пространстве. 

Исследуем сначала перемещение точки. Пусть точка переместилась 
из своего начального положения /М, в бесконечно близкое /М. Проведем 
через /ЛМ, плоскость п, ортогональную к траектории МИ. Очевидно, 
что такое бесконечно малое смещение точки можно осуществить враще- 
нием вокруг произвольной прямой, лежащей в плоскости х, конечно 
при условии, что эта прямая не проходит через точку ЛМ. 

Обратимся теперь к движению прямой в пространстве и докажем 
предварительно теорему, аналогичную теореме Эйлера — Шаля: 

Отрезок прямой постоянной длины можно переме 
стить из его начального положения во всякое другое 
(не параллельное начальному) посредством вращения 
около некоторой определенной прямой. 

Пусть АВ и А,В,—два положения одного и того же отрезка, и сле- 
довательно АВ = А. В,. Соединим их концы А с А, и Вс В, прямыми 
и построим плоскость, параллельную АД; и ВВ,. Проектируя на эту пло- 
скость отрезки АВ и А,В., получим: 


пр. (АВ)== пр. (А.В). 


Но по теореме Эйлера — Шаля на этой плоскости существует некото- 
рая определенная точка, вращая вокруг которой одну из проекций 
(вместе с неизменно связанным с ней проектируемым отрезком) можнс 
совместить ее с другой проекцией. Очевидно при этом должны совме 
ститься и проектируемые ими отрезки. Другими словами, при вращени! 
отрезка АВ около прямой, перпендикулярной плоскости проекций, ог 
совместится с отрезком А.В.. Но принимая во внимание известный спосос 
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построения мгновенного центра, из этих рассуждений видим, что най- 
дениая ось врашения определяется пересечением двух плоскостей, орто- 
гональных к отрезкам АА, и ВВ, и проходящих через их середины. 

Эти рассуждения очевидно остаются приложимыми и к бесконечно 
малым перемещениям отрезка. В этом случае ось вращения пазывается 
мгновенной осью вращения. Далее, отрезки АА; и ВВ, будут 
эквивалентны бескопечно малым траекториям точек А и В. Слелова- 
тельно плоскости, определяющие ось вращения, будут ортогональны к 
траекториям концов отрезка АВ. 

Полезно обратить внимание на слелующее  обстоятельстпо. В то 
время как бесконечио малое перемещение точки не имеет определенной 
мтиовенной оси вращения, бесконечно малое смещение отрезка прямой 
имеет пполые определенную ось !). 

Движение твердого тела вполне определено, если известно движение 
какой-нибудь плоскости, неизменно с ним связапной. Вследствие этого 
во многих случаях бывает возможно заме- 
нить изучение очень сложных движений 
геометрических фигур изучением движевий 
векоторых связанных с ними плоскостей. 
Поэтому движение плоскости заслуживает 
особенио внимательного изучения. 

Рассмотрим общий случай перемеще- 
ния плоскости. Пусть дано начальное ее 
положение < и смещенное *, (рис. 1). Для 
вознращения ее к начальному положению 
необходимо сначала сделать поворот около 
их линии пересечения (характеристика ило- 
скости =) для сопмещения я, ст, а затем поворотом вокруг некоторой точки 2, 
определяемой теоремой Эйлера—Шаля, вернуться к исходяому положению. 
Пусть А — фиксированная точка на нлоскости к. Перенести ее в новое поло- 
жение А, можио двумя вращепиями: одно — вокруг точки Р, при этом А 
перейдет в А’; затем — вокруг линии пересечения ® ит, тогда А’ перейдет 
в А,. Плоскость треугольника АА, А’ перпендикулярна плоскости т. По- 
этому АЁ будет пернендикулярна АД, А’. Следопателью АЁ можно рас- 
сматривать как линию пересечения илоскости п с плоскостью, ортого- 
наль:ой прямой АД,. Так как мы расскатриваем бесконечно малые 
перемещения, то очевидно АА, определяет элемент траектории точки А. 
Следовательно плоскость, ортогональная к траектории точки Д (а сле- 
довательно и всякой другой точки я), проходит через определенную 
точку Р плоскости. Эта точка называется фокусом движущейся пло- 
скости т. Итак мы нмеем основную теорему: 

Плоскости, ортогональные к траекториям всех то- 
чек подвижной плоскости, проходят через одну точку 
эЭгОЙй плоскости. 

Применения этой теоремы и следствия из нее будут даны в зада- 
чах этого отдела. 


*) Если отрезок ортогсиален к траекториям своих концов, касательные к 
которым ше лежат в одной плоскости, то такой оси не будет. 
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Рассмотрим теперь бесконечно малое смещение твердого тела (неиз- 
меняемой геометрической фигуры). Каждая его точка опишет при этом 
бесконечно малую траекторию. Построим касательные ко всем таким 
траекториям. Очевидно мы будем иметь для каждого бесконечно малого 
перемещения бесконечную совокупность прямых (касательных и нормалей). 
Поэтому, чтобы разобраться во всех особенностях движения геометри- 
ческих фигур в пространстве, нужно предварительно познакомиться с 
основными свойствами различных совокупностей прямых. | 

Как известно, прямая линия вполне определяется четырьмя услови- 
ями. ‘Следовательно совокупность всех прямых пространства представляет 
собой многообразие четырех измерений. Из этой совокупности можно 
выделить различные частные совокупности, в которых прямые располага- 
ются в пространстве по определенному закону. 

Рассмотрим одну из таких совокупностей. Пусть все ее прямые так 
расположены в пространстве, что через всякую данную точку простран- 
ства проходит бесконечное множество прямых этой совокупности, обра- 
зуя коническую поверхность. В этом случае говорят, что прямые данной 
совокупности образуют комплекс. Если этот конус будет алгебра- 
ическим, то и комплекс называется алгебраическим. Например в 
случае конуса второго порядка комплекс будет называться алгебраичёским 
комплексом второго порядка. Примером такого комплекса будет совокуп- 
ность прямых, пересекающих круг. Возьмем какую-нибудь плоскость. В 
ней будет лежать бесконечное множество прямых комплекса, которые будут 
огибать некоторую кривую. Легко убедиться в том, что в случае алгёбраи- 
ческого комплекса эта кривая будет такого, же класса, как и порядок 
комплекса. Действительно, если из любой точки этой плоскости провести 
касательные к кривой (она называется „кривой комплекса“), то очевидно 
они будут линиями пересечения соответствующего конуса с этой пло- 
скостью. Значит число их будет равно, вообще говоря, порядку конуса. 

Совокупность прямых, общих двум данным комплексам, образует так 
называемую конгруэнцию. Очевидно, что через произвольную точку 
пространства проходит конечное число прямых конгруэнции. Число таких 
прямых называется порядком конгруэнции (в случае, если ком- 
плексы алгебраические). | 

Классом конгруэнции называется число ее прямых, лежащих в про- 
извольной плоскости. 

Для кинематической геометрии особенное значение имеет алгебраи- 
ческий комплекс первого порядка или, как его иначе называют, „линей- 
ный комплекс“. Очевидно в этом случае конус комплекса будет пло- 
скостью, а прямые комплекса, лежащие в произвольной плоскости, все 
пересекаются в Одной точке этой плоскости. Такая точка называется 
фокусом плоскости, а сама плоскость — фокальной плоско- 
стью точки !). 

Плоскость, фокус которой бесконечно удален, называется диамет- 
ральной плоскостью комплекса. 


1) Такую систему плоскостей и точек Мёбиус назвал „нулевой системой“ 
(Мизует). Мы будем придерживаться французского термина „‚фокальная си- 
стема“. 
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Фокус бесконечно удалекной илоскостн определяется направлением 
прямой. Это направление называстся аксиальным направлением ком- 
плскса. 

Другие свойства линейных комплексов и коигруэнций, имеюшщлне боль- 
шое значенне лля кинематической геометрии, помещены в чести И 
в виде задач. 

Рассматривая движение фигуры неизменной формы, мы можем мы- 
санть все точки пространства неизменно связанными с ней. Другими сло- 
вами, мы можем считать все пространство участвующим в движении, 
аналогичю цвижению одной плоскости (пространство лвух измерений) 
по другой плоскости (тоже пространство двух измерений). Следовательно, 
рассматривая например движение прямой в пространстве, можно всегда 
считать сс неизменио связанной с движущимся пространством и приме- 
нять некоторые об:цие соображения о движении фигур неизменной фор- 
мы, а значит и относящиеся сюда свойства конгруэиций н комнилексов, 
Это замечание полезно иметь в виду при решении некоторых задач па- 
стоящего отдела. 

Весь огдел разбит на три главы: геометрия на плоскости, геометрия 
в пространстве и смешанные задачн. 

Первые две главы имеют сравиительно элементарный характер. В главу 
Ш отиесены более трудные задачи. 

Задачи, помещенные в начале глав, ставят своей целью познакомить 
© основными положениями кинематнческой геометони и имеют в вилу 
главным образом читателя, недостаточно ориентипованного в этой об- 
ластн. Ноэтому и решения к ним изложены наиболее подробно. На- 
стоящий отдел конечно не может служить систематическим курсом по 
кинематической геометрии, поэтому и в задачах его не всегда выдержи- 
вается постепенность и непрерывность перехода от одной к другой. 
К тому же многие задачн по методу решения могут быть отнесены 
к различным типам, Во всяком случае в начальных задачах, как ипан- 
более важных для начинающего читателя, эта последовательность выдер- 
жана. В главе Ш (смешанные задачи), имеющей в виду подсотоваениого 
читателя, задачи снабжены только ответамн и лишь ивогда краткими ука- 
вапиями на путь решения. 

Ниже помещен список литературы, использованной при составлевин 
настоящего отдела. 
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ГЛАВА 1. 
ГЕОМЕТРИЯ НА ПЛОСКОСТИ. 


1. На плоскости даны две равные (и конгруэнтные) фигуры. Показать, 
что они могут быть совмещены посредством вращения вокруг одной 
определенной точки этой плоскости. (Эйлер — Шаль). 

2. При бесконечно малом перемещении фигуры в своей плоскости 
все нормали к траекториям всех точек этой фигуры проходят через 
одну и ту же точку этой плоскости (так называемый мгновенный центр 
вращения). 

3. Треугольник АВС перемещается в своей плоскости так, что его 
вершины Д и В описывают две данные прямые а@ и Ь. Построить нор- 
маль к траектории его третьей вершины С. 

4. Треугольник перемещается так, что две из его вершин описывают 
соответственно кривые Гу и Г.. Построить касательную к траектории 
его третьей вершины. | 

5. Прямая с тремя помеченными на ней точками движется так, что 
две из них описывают стороны прямого угла. Построить касательную 
к траектории третьей точки. 

6. Отрезок постоянной длины движется так, что оба его конца 
описывают две данные кривые. Найти на нем точку касания с его оги- 
бающей. 

7. Кривая неизменной формы перемещается в своей плоскости. До- 
казать, что точки касания ее со своей огибающей суть основания нор- 
малей, проведенных к ней из соответствующего мгновенного центра. 

$. Дана алгебраическая кривая п-го порядка и некоторая точка О. 
Определить число нормалей к этой кривой, проходящих через О (Штей- 
нер). 

9. Хорла постоянной длины скользит своими концами по кривой. 
Доказать, что точка касания с огибающей делит ее на части, пропор- 
циональные тангенсам углов между этой хордой и касательными в ее 
концах. 

10. Доказать, что при бесконечно малом перемещении неизменяс- 
мого пучка прямых точки касания всех этих прямых со своими огибаю- 
щими лежат на окружности. Построить центр этой окружности. 

11. Определить траекторию середины отрезка постоянной длины, 
концы которого скользят по сторонам прямого угла. “9 

12. Плоскость движется по самой себе так, что две ее точки опи- 
сывают данные прямолинейные траектории. Доказать, что на ней суще- 
ствует бесконечное множество, точек с прямолинейными траекториями, 
проходящими через точку пересечения данных траекторий. Определить 
геометрическое место таких точек, 
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13. Две плоских Фигуры т н т’ движутся в одной плоскости. Дока- 
зать, что мгновенный центр я относительно п’ тождествен мгповениому 
центру п’ относительно т. 

14. Три плоских фигуры т, р, с движутся в одной плоскостн. До- 
казать, что три мгновенных центра: п относительно р, р относительно о, 
< относительно = лежат на одной прямой. (Теорема Аронгольд — Кен- 
недн). 

15. Даны лве кривые произвольной формы (С) и (С,). В их общей 
плоскости лвижется кривая (/`) (вензменной формы) так, что ес общие 
хорлы с кривыми (С) и (С,) сохракяют постоянную длину. Найти мгио- 
венный центр врашеная для кривой (Г). 

16. Построить кгсательную в произвольной точке конхоиды Ни- 
комела. 

17. Построить касательную в произвольной точке обобщенной кон- 
хоиды (с не прямолинейным сснованием). 

18. Кривая проходит через неподвижную точку плоскости. Зная тра- 
екторню одной из ее точек, построить мгновенный центр. 

19. Пъямая, проходящая через данпу:о неподвижную точку плоскостн, 
движется так, что одна из ее точек онисываст прямую. Онределить 
геомстрическое место мгновенных центров. 

20. Одна из точек примой движется по конхонде Никомеда. Огре- 
делить геометрическое место мгновенных центров ирни условин, что эта 
прямая перссекает ось симметрии конхонды в ее полюсе. 

21. Из некоторой точки окружности проведены лучи пучка прямых, 
ин на каждом из них отложен (считая от второй точки пересечения 
с окружностью) отрезок постоянной ллины. Построить нормаль к гео- 
метрическому месту кониов этого отрезка (улитка Паскаля). 

22. Дана произвольная кривая Г н некоторая тачка О. Опуская пер- 
пенликуляры из О на касательную к кривой Г, получим новую кривую 
(геомегрическое место оснований перлендикуляров}, называемую подз- 
рой кризой Г. Построить гпормаль к этой кривой. 

23. Угол неизменной всличнны движется в своей плоскости так, что 
олна из его сторон проходит через данную неподвижную точку, а дру- 
тая сторона огибаст данную неподвижную кривую. 

Построить нормаль к траектории вершины угла. 

24. Доказать, что геометрическое место основаннй перниендикуляров, 
опущенных из фокусов конического сечения на его касательные, есть 
охружность, описанная нз цевтра конического сечения радиусом, равлым 
половине фокальной осн. 

25. Прямая лпиня получила бесконечно малое перемещение. Опре- 
делить огибающую касательных к траекториям всех сс точек. 

26. Окружность сместилась бесконечно мало в своей плоскости. 
Определить огибающую касательных к траскториям всех ее точек. 

27. Цан шарнирный четырехугольник АВСД, у которого сторона АВ 
неподзнжиа, АВ=АР и ВС=СрР. Доказать, что при лвижешин сто- 
рон АР, ВС н ДС любая точка М отрезка ОС онисывает подэру ко- 
нического сечения. 

Постронть пормаль в точке 2М к подэре- 

28. В шарнирном четырсхугольннке АВСР, у которого АВ ==АВ и 


-* 


чз @ = 
_ 


..-_ ==. — „-.- 
аира .-—-- пр ея —.--ь- 


— Е = - Ш 


в. 
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ВС ==, некоторая точка М неизменно связана со стороной СБ. 
Определить траекторию этой точки М при условии, что сторона АВ 
неподвижна. (Манхейм). 

29. Угол постоянной величины движется в своей плоскости так, что 
его стороны в своем пересечении с двумя данными кривыми образуют 
хорды постоянной длины. Построить нормаль к траектории вершины 
этого угла. 

30. Прямой угол перемещается в своей плоскости так, что его сто- 
роны касаются двух неподвижных кривых. Доказать, что нормаль траек- 
тории его вершины проходит через середину прямой, соединяющей обе 
точки касания. 

31. Доказать, что геометрическое место вершин прямого угла, опи- 
санного около эллипса, есть окружность, концентричная этому эллипсу- 

32. Коническое сечение (с центром) неизменной формы перемещается 
в своей плоскости, касаясь обеих сторон неподвижного прямого угла. 
Определить траекторию его центра. 

33. Прямой угол движется в плоскости параболы, касаясь ее обеими 
сторонами. Определить траекторию его вершины. 

34. Кривая неизменной формы движется в своей плоскости так, что 
постоянно проходит через две неподвижные точки плоскости. 

Определить ее точки касания с огибающей. 

35. Кривая неизменной формы движется в своей плоскости, касаясь 
в фиксированной точке данной неподвижной кривой. 

Доказать, что нормаль к траектории любой точки подвижной ЕН 
проходит через ее центр кривизны, соответствующий точке касания. 

Определить ее точки касания со своей огибающей. 

36. Кривая, перемещаясь в своей плоскости, остается касательной 
к двум данным кривым. Построить нормали к траектории какой-нибудь 
точки, неизменно связанной с этой кривой. 

37. Кривая неизменной формы движется в своей плоскости, касаясь 
некоторой данной кривой и проходя через данную точку. Построить 
нормаль к траектории любой точки движущейся криво ви 

38. Угол постоянной величины движется в своей плоскости так, что 
обе его стороны касаются двух данных окружностей. Найти траекторию 
его вершины и построить к ней касательную. 

39. Фокус эллипса неизменной формы движется по одной из сторон 
прямого угла. При этом сам эллипс касается другой стороны этого 
угла. 

Определить траекторию центра эллипса. 

40. Прямой угол движется так, что одна из его сторон проходит 
через постоянную точку Р. На другой его стороне отложен от вершины 
отрезок постоянной длины [. Конец этого отрезка движется по прямой, 
расстояние которой от точки Р’ равно 4. 

Определить траекторию середины этого отрезка и построить к ней 
нормаль. 

41. Треугольник неизменной формы перемещается в своей плоскости 
так, что две из его сторон касаются двух данных неподвижных окруж- 
ностей. 


Определить огибающую третьей его стороны (Бобилье), 


ный 


ГЕОМЕТРИЯ НА ПЛОСКОСТИ 121 


42. Кривая неизменной Формы движется в своей плоскости так, что 
одна из се точек описывает данную кривую: при этом сама подвижная 
кривая остается касательной к некоторой лругой данной кривой. 

Постронть поржаль к траектории любой точки полвижной кривой. 

Определять точки касания полвижной кривой с ее огибающей. 

43. При движении одной плоскости по другой мгиовенный центр, 
непрерывно перемещаясь, описывает па обеих плоскостях две кривые: 
подвижную и неподвижную центроилу. 

Показагь, что ири этом подвижная центроида катится бсз скольжения 
по неподвижной (нмеется в виду случай непостунательного движения). 

44. Во многих случаях рулетту лено построить графически, если 
известны подвижная и неподвижная кривые. Способ построения таков: 
начиная от точки касания А (рис. 2), наносим ма (Г) и (Г по- 
метки на достаточно малых расстояниях друг от друга. При этом солжно 
быть: 

АА, =АА,; ААА, =А,А.; А4А. =А,А,'; ит. д. 


Далее, из точек А,, А., А.,-.., 
как из центров, описываем окруж- 
ности соответственно радиусамя 


МА,’, МАу’, МА,,... 


Огнибающая этих окружностей и 
будет искомая рулетта. 

Доказать правильность этого 
способа. 

45. Некоторая кривая (2), нс- 
изменно связанная с кривой (Г), 
которая катится без скольжения 
по другой кривой (Г), имеет огн- Рис. 2. 
баощую (С). Доказать, что нор- 
маль в точке касания огибающей с полвижной кривой (14) проходит 
через соответствующий мгновенный центр. 

46. Доказать, что огибаюшая кривой (С), неизменно связанной с пеко- 
торой кривой (Г”), катящейся без скольжения ло другой кривой (Г), есть 
одновременно огибающая подвижной окружности, центр которой движется 
по кривой (Г), а радиус равен отрезку нормалн, заключенному между 
центром и соответствующей точкой кривой (Г). 

47. Даны две кривые (Г) и (Г,) с общей касательной и подвижная 
кривая (Г”) с неизменно связанной с ней точкой 17. Пусть при каченни (7") 
по (Г) точка А{ опишет рулетту (С), а при качелии по (Г,) соответ- 
ственно рулетту (С,). 

Доказать, что при качении кривой (Г,) но (Г} кривая (С,) огибает 
кривую (С) (Теорема Катиз’а). 

48. Доказать, что всегда можно построить такую кривую, которая, 
катясь без скольжения по данной кривой, онишет точкой, неизменно 
с ней связанной, другую ланную кривую (Тсорема Айрин). < 

49. Прямая катится по данной окружности без скольжения. Найти 
траекторию одной из точек этой прямой. 
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50. Отрезок постоянной длины движется так, что его концы сколь- 
зят по двум данным прямым. Определить центроиды этого движения. 

51. Круг радиуса а катится без скольжения по кругу (внутреннему), 
радиус которого 2а. Определить траектории точек подвижной окруж- 
ности. 

52. Отрезок прямой постоянной длины Г скользит своими концами 
по двум окружностям с равными радиусами г, причем расстояние между 
их центрами равно / и кроме того г>1. Определить центроиды. 

53. Решить предыдущую задачу при условии 


г< [. 


54. Отрезок прямой постоянной длины скользит своими концами 
по двум данным неподвижным окружностям произвольных радиусов. 
Определить центроиды. 

55. Угол постоянной величины движется в плоскости так, что его 
стороны а и 6 касаются двух окружностей (А) и (В). Определить цен 
троиды. 

56. Пусть (А) есть подвижная кривая, а (А,) —ее огибающая. По- 
строим для этих двух линий им эквидистантные!) (А’) и (А, ') и неиз- 
менно свяжем их соответственно с (А) и (А,). Доказать, что если рас- 
стояние от (А) до (А’) равно расстоянию от (4,) до (А,'), то при дви- 
жении кривой (А) линия (А.’) будет огибающей для (24°). 

57. Прямая катится по окружности (без скольжения). Найти огибаю- 
щие окружности постоянного радиуса г, описанной из центра, лежащего 
на этой прямой. 

58. Окружность (Г) радиуса г неподвижна. По ней катится (снаружи) 
окружность (Г;) радиуса г,. Найти огибающую эвольвенты круга ра- 
диуса р<_ г, при условии, что как этот круг, так и его эвольвента не- 
изменно связаны с (Г\). 

59. Окружность (Г) неподвижна, окружность же (Г,) катится по ней 
(без скольжения). Найти огибающую одного из диаметров подвижного 
круга (Г!).. 

60. Даны три окружности (Г), (Г!) и (Г5) с радиусами г, 7, г, при 


условии: 
ак 


Окружность (Г.) катится внутри (Г,), при этом одна из ее точек опи- 
сывает эпициклоиду. Найти огибаюшую этой эпициклоиды (считая ее 
неизменно связанной с (Г')), когда круг (Г) катится снаружи круга (Г). 
_ 61. Порабола катится без скольжения по неподвижной прямой. Опре- 

делить траекторию ее фокуса. 

62. Цепная линия катится без скольжения по неподвижной прямой. 
Найти огибающую ее основания. 

Определить отсюда эвольвенту цепной линии, 

63. Эпициклоида катится по неподвижной прямой. Определить тра- 
екторию центра ее основания (круга). 


1) Если на всех нормалях кривой отложить постоянный (по длине) отрезок, 
то геометрическое место его концов называется эквидистантей по отношению 
к данной кривой. 


& 
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64. Прямая катится без скольжения по кривой (Г). С этой прямой 
нензменно связана точка 1. Доказать соотношение 


Е, 
Е Ба. 2 с0$ 6, 
где р есть раднус кривизны неподвижной кривой (Г), р’— раднус кри- 
визны рулеггы в соответствующей точке, & — расстояние между соответ- 
ствующимн точками рулетты и кривой (Г), и накопец @ — угол между 
прямой 4 и пормалью к (Г). 

65. По неподвижной окружности (Г) катится без скольжения окруж- 
ность (Г,) < неизменно связанной с ней точкой /4. Доказать, что суше- 


ствует зависимость: 
| 1 1 1 1 1 
к. —=(----- 
= (5 а, 


где а — расстояние от точки касания окружностей (Г) и (Г,) до точки 
М, в — радиус кривизны рулетты в точке /И, ф—- угол между отрезком 
а и нормалью в точке касания кругов, Ю и А, — радиусы окружностей 
(Г) и (Г) (Савари). 

66. Кривая (Г,) катится без скольжения по неподвижной кривой (Г). 
Неизменно связанная с иней кривая (С,), участвуя в этом движенни, огн- 
бает некоторую кривую (С). Доказать соотнощение 


1 т ( 1 и 1 | 

р = па г— а! -: 
гле р и р — радиусы кривизны кривых (Г) и (Г,} вих общей точке, 
ги г — радиусы кризизны кривых (С) и (С,) вих обшей соогветствую- 
цей точке, @ — расстояние между этими точками, и ©<— угол между 
прямой & и нормалью к кривой (Г). (Формула Саварн). 

67. Даны две кривые (Г) и (Г) с общей точкой касания @ (Г, 
катится без скольжения по Г). Кроме того дана кривая (С,), неизменно 
сзязанная с (Г). Считая известными положения центров кривизны (в точке 
Я) кривых (Г), (Г!) н (С,), найти центр кривизны огибающей кривой 
(С,), соответствующий точке ©. (Бобилье). 

68. Кривая (Г”) катится без скольжения по кривой (Г). Неизменю 
связанная с (Г”) кривая (С“) огибает пекоторую (неподвижную) кривую 
(С). Доказать, что две прямые линин, из которых одна соединяет центры 
кривизны (Г) и (С), а другая соединяет центры кривизны (Г”) н (С’), 
пересекаются на перпенликуляре, восстановленном из мгновенного центра 
к обией нормали кривых (С) и (С°). (Теорема Бура). 

69. По неподвижной окружности (Г) катится без скольжения окруж- 
ность (Г.). Определить геометрическое место центров кривизны траек- 
торий, описываемых бесконечно удаленными точками, неизменио связан- 
ными с подвижным кругом (Г). 

70. По неподвижной окружности (Г) катится без скольжения окруж- 
ность (7,). Определить геометрическое место тех точек (неизменно свя- 
занных с Г,), траекторни которых имеют в данный момент центры кри- 
визны на бесконечности (точки перегиба траекторнй). 
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71. Доказать, что оба геометрических места (круги) двух предыдущих 
задач равны друг другу и симметрично расположены один К другому 
относительно мгновенного центра вращения (Г!) и (Г). 

72. Если ПЛОСКОСТЬ перемещается по другой плоскости, то В каждом 
ее положении существует на ней бесконечное множество точек, которые 
проходят точки перегиба на своих траекториях. Определить геометрическое 
место таких точек. 

73. Кривая неизменной формы скользит одной из своих точек вдоль 
по данной неподвижной кривой, оставаясь К ней касательной в этой точке. 
Доказать, что нормаль К траектории любой точки подвижной кривой 
проходит через центр кривизны неподвижной кривой, соответствующий 
точке касания. Кроме того, доказать, что нормали к подвижной кривой, 
проведенные через этот центр кривизны, пересекают ее В точках касания 
с огибающей. 

"4, Воспользовавшись результатами предыдущей задачи, построить 
центр кривизны У следующих кривых: 1) трактриса, 2) логарифмическая 
спираль. 

75. Две кривые неизменной формы катятся соответственно по двум 
неподвижным кривым Так, что угол их пересечения остается по- 
стоянным. 

Доказать, что нормаль к кривой, описанной их точкой пересечения, 
проходит через общую точку двух прямых, соединяющих центры кривизны 
подвижных кривых (соответствующих точке пересечения) с соответствую- 
щими точками касания с неподвижными кривыми. 

76. Прямая перемещается в плоскости, оставаясь нормалью некоторой 
данной кривой. Определить На ней точку касания ее с огибающей. 

77. Треугольник при движении меняет свою форму (не меняя вели- 
чины углов). Его основание, касаясь данной кривой, скользит своими 
концами по двум другим данным кривым. 

Построить нормаль к траектории его вершины. 

78. Прямолинейный отрезок переменной длины скользит концами по 
двум данным неподвижным кривым, одновременно касаясь другой непол- 
вижной кривой. 

Построить нормаль к траектории той точки этого отрезка, которая 
делит его в данном отношении. 

79. Доказать правильность построений центра кривизны эллипса сле- 
дующими пятью способами: 

1. Построив касательную РТ и нормаль МВ в данной точке М эллипса 
(рис. 3), соединим точку В с точкой Т (их происхождение ясно из чертежа). 
Далее находим точку пересечения РА и ВТ (обозначим ее через Е)- 

Перпендикуляр к МЕ, проведенный через точку Е, пересечет нормаль 
в центре кривизны эллипса, соответствующем точке М. 

о. В точке А пересечения нормали с осью эллипса строим перпенли- 
куляр к этой нормали и продолжаем его до пересечения с диаметром ОМ. 
Наконец, опуская из этой точки пересечения С перпендикуляр на ось 
ОТ и продолжая его до встречи с нормалью /МВ, найдем на ней центр 
кривизны эллипса С. 

3. Через точку /М проводим прямую, параллельную большой оси 
эллипса, до пересечения © РА. Из найденной из точки пересечения 19 


даа 
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опускасм пернендикуляр @С на болыпную ось. Его точка С, лежатшая на 
нормали ИВ, определит центр кривизны. 

4. Из точек пересечення нормали эллипса с осями, восстававливаем 
перпендикуляры (к осям) АЮ и ВЮ. Из их точки пересечения Х опускаем 
перпендикуляр на днаметр ОЛ. Точка пересечения этого перпендикуляра 
с нормалью МВ онре- 
делит центр кривизвы. 

5. Перпендикуляр, 
восстановленный из О 
к диаметру ОМ, пере- 
секает нормаль МВ в 
точке, — симметриьной 
центру кривизны отно- 
сительно середины от- 
резка нормали межлу 
осями эллипса. 

80. Доказать пра- 
вильность  следуюних 
построений центра кря- 
визны параболы в дан- 
ной на ней точке М 
(рне. 4). ) д 

1. Строим нормаль Рис. 3. 
МС и из точки пере- 
сечения ее с осыю параболы восстанавливаем перпендикуляр РО (к нор- 
мали). В точке () его пересечения с прямой 14), параллельной оси дара- 
болы, строим перпендикуляр к 110. Точка С пересечения нормали с этим 
перпендикуляром будет центром кривизны параболы. 


Рис. 4. Рис. 5. 


2. Через ланную точку /М и фокус парабоды РЁ ироводим прямую 
так, чтобы МЕ ==ЛТР. В точке ММ строим перпендикуляр М’С к МАГ, 
который и определит своим пересечением с нормалью центр кривизны 
параболы. 


—=»— 7 


ОЕ, Дея —- 
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81. Доказать правильность следующего построения центра кривизны 
гиперболы: 

Строим в данной точке гиперболы касательную АВ (рис. 5) и нор- 
маль ДО. Тогда середина отрезка нормали Р@, заключенная между пер- 
пендикулярами к асимптотам, в точках пересечения их с касательной, 
будет центром кривизны. 

82. Эллипс задан своими фокусами и осью. Построить в произвольно 
взятой на нем точке соответствующий центр кривизны. 

83. Треугольник неизменной формы движется в своей плоскости так, 
что две его стороны АВ и АС огибают две данные окружности. Построить 
центр кривизны для траектории вершины А этого треугольника. 

84. Эллипс неизменной формы катится без скольжения по неподвиж- 
ной прямой. Построить центр кривизны траектории его фокуса. 


ГЛАВА ИП. 
ГЕОМЕТРИЯ В ПРОСТРАНСТВЕ. 


85. Доказать, что фокальная плоскость п любой точки @, лежащей 
на плоскости в, проходит через фокус Р плоскости с. 

86. Доказать, что все диаметральные плоскости линейного комплекса 
параллельны аксиальному направлению этого комплекса. 

87. Доказать, что фокус © плоскости в, содержащей некоторую 
точку Р, лежит в фокальной плоскости т точки Р. | 

88. Доказать, что плоскость, параллельная аксиальному направлению 
линейного комплекса, есть диаметральная плоскость этого комплекса. 

89. Доказать, что фокусы всех плоскостей пучка лежат на одной и 
той же прямой. 

90. Дана произвольная прямая. Показать, что фокальные плоскости 
всех ее точек пересекаются по одной прямой. (Эти две прямые называются 
сопряженными прямыми комплекса). 

91. Доказать, что всякая прямая линейного комплекса совпадает со 
своей сопряженной ` прямой, и наоборот, всякая прямая, совпадающая со 
своей сопряженной, принадлежит комплексу. 

92. Сопряженные прямые линейного комплекса не пересекаются. 

93. Прямая, принадлежащая линейному комплексу, пересекает одну из 
сопряженных прямых. Доказать, что она пересекает и другую сопряжен- 
ную прямую. 

94. Прямая, сопряженная бесконечно удаленной прямой называется 
диаметром комплекса. Доказать, что все диаметры комплекса парал- 
лельны друг другу. 

95. Если прямая, соединяющая фокусы пучка параллельных плоскостей, 
ортогональна им, то она называется осью линейного комплекса. 

Доказать, что всякая прямая, принадлежащая этому комплексу и пе- 
ресекающая ось, ортогональна оси. 

96. Прямая, пересекающая две взаимно сопряженные прямые, принад- 
лежит линейному комплексу. 

97. Прямая, ортогонально пересекающая ось линейного комплекса, 
принадлежит этому комплексу. 
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98. Плоскость, параллельная двум взаимно сопряжетиням прямым, есть 
диаметральная плоскость линейного комплекса. 

99. Плоскость, ортогональная оси линейного комплекса, пересекает эту 
ось и произвольную пару нзанмно сопряженных прямых комплекса в трех 
точках, лежащих на одной прямой. 

100. Обиий перпендикуляр двух взаимно сопряженных прямых пере- 
секаег ось комилекса под прямым углом. 

101. Прямые, сопряженные прямым какой-нибудь плоскости, все про- 
ходят через фокус этой плоскости. 

102. Прямые, сопряженные прямым, проходящим чергз одну точку, 
все лежат в фокальной нлоскости этой точки. 

103. Прямые, сопряженные диаметрам комплекса, все лежат на бес- 
конечно удаленной плоскости. 

104. Если две прямые пересекаются, то и гсопряжесные им прямые 
тоже пересекаются. 

105. Пара взаимно сопряженных прямых пересекает произвольную 
плоскость в двух точках, лежащих на одной прямой с фокусом этой 
плоскости. 

106. Построкть фокус плоскости по данным двум парам взаимно 
сопряженных прямых. 

107. Построить сопряжсеииую ланной ирямой, еслн известны две пары 
взаимно соиряжензых прямых комплекса. 

108. Даны две нары взаямно сопряженных прямых н плоскость. По- 
стронть прямую, сопряженную бесконечно удаленной прямой этой пло- 
скости. 

109. Дана совокупность плоскостей, имеющих общую точку. Опре- 
делить геометрическое место фокусов этих плоскостей. 

110. Прямые линсйного комилекса, прохолящие через две несопря- 
женпые друг другу и нележащие в одной нлоскости прамые, образуют 
поверхность второго порядка. 

111. Совокупность прямых лниейного комплекса, исресскающих не- 
которую прямую и наралясльных плоскости, не параллельной этой пря- 
мой, образует гиперболический параболоил. 

112. Две гары взаимно сопряженных прямых комплекса лежат на 
одной поверхностк второго порядка. 

113. Доказать, что прямые, общие двум линейвым комилексам, обра- 
зуют линейную копгруэнцию. 

114. Прямые линейной конгруэнцин, пересекающие произвольно дан- 
ную прямую, образуют поверхность второго порядка. 

115, Все прямые линейной конгрузицин пересекают двс внолие опре- 
деленные прямые (эти прямые называются директрисамни козгрузнции). 

116. Доказать. что два произвольных линейных комплекса имеюг об- 
щую пару взанмно сопряженных прямых. 

117. Общие прямые трех лицейных комплексов образуют ленейчатую 
поверхность второго порядка. 

118. Общие прямые линейного комплекса и линейной конгруэнции 
образуют линейчатую поверхность второго порядка. 

119. Четыре линейных комплекса нмеют две общих прямых (веще- 
ственных илн мнимых). 


128 КИНЕМАТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРИЯ 


120. Два линейных комплекса и одна линейная конгруэнция имеют 
пару общих прямых (вещественных или мнимых). 

121. Две линейных конгруэнции имеют две общих прямых (веще- 
ственных или мнимых). 

122. Дано пять прямых, не лежащих попарно в одной плоскости. 
При этом никакие четыре из них не лежат на одной поверхности вто- 
рого порядка. Доказать, что такие пять прямых определяют один и 
только один линейный комплекс прямых. 

123. Если прямая, совершающая бесконечно малое движение, орто- 
гональна к траектории одной из своих точек, то она будет ортогональна 
и к траекториям всех своих точек. 

124. Доказать, что нормали к траекториям всех точек фигуры не- 
изменного вида при бесконечно малом ее перемещении принадлежат 
линейному комплексу. 

125. Доказать, что нормальные плоскости к траекториям всех точек 
подвижной прямой пересекаются по одной прямой. - 

126. Касательная к траектории некоторой точки Е подвижной фигу- 
ры имеет своей сопряженной прямой характеристику фокальной пло- 
скости точки. 

127. Доказать, что прямая, сопряженная с характеристикой подвиж- 
ной плоскости, ортогональна ей. 

128. Пучок плоскостей неизменной формы движется в простран- 
стве. Показать, что фокусы его плоскостей все лежат на одной пря- 
мой. | 

129. Что можно сказать о траектории точки, если известно, что ее 
нормальная плоскость проходит через данную неподвижную точку? 

130. Соприкасающаяся плоскость траектории точки проходит через 
данную неподвижную точку. 

Исследовать траекторию. 

131. Доказать, что всякое перемещение плоскости можно осуществить 
двумя последовательными вращениями вокруг двух взаимно ортогональ- 
ных осей. 

132. Плоскость движется вместе с фиксированной на ней прямой. 
Доказать, что перпендикуляр, опущенный из фокуса этой плоскости на 
прямую, есть нормаль к линейчатой поверхности, образованной этой 
прямой. 

133. Касательные к траекториям точек характеристики плоскости 
лежат все в этой же плоскости. 

134 Определить на характеристике полвижной плоскости ту точку, 
траектория которой касается этой характеристики. 

135. Точки прямой, движение которой характеризуется четырьмя 
условиями, описывают некоторые определенные траектории (кривые). 

136. Если движение прямой характеризуется тремя условиями, то 
все ее точки описывают некоторые определенные поверхности (зиасез 
{тадескотез). 

137. Показать, что если прямую рассматривать без фиксированных 
на ней точек, то, подчиняя ее движение трем условиям, получим линей- 
чатую поверхность. 

138. Доказать, что пять условий вполне определяют движение фигу- 
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ры неизменной формы. При этом каждая точка фигуры описывает оп- 
ределенную криволннейную траскторию !). 

139. Доказать, что заданием четырех условий движение фигуры не- 
изменной формы не вполне определено. Именно, каждая точка фигуры 
будет описывать некоторую ловерхность. 

140. Доказать, что нормали к траекториям всех точек фигуры не- 
изменного вида при бесконечно малом се перемещении, определяемом 
пятью условиями, принадлежат линейному комплексу. 

141. Бесконечно малое перемещение фигуры веизменной формы 
характиризуется четырьмя условиями. Доказать, чго совокупность нор- 
малей к яоверхиостям, описанным всемн точками подвижной фигуры, 
принадлежит конгруэнции линейного комплекса. 

142. Доказать, что линия фокусов подвижного пучка плоскостей не- 
нзменной формы являстся мгновенной осью вращения для оси этого 
пучка. 

143. Доказать, что бесковечна малое перемещение фигуры неизыен- 
ной формы может быть осуществлено двумя последовательными враще- 
ниями около пары взаимно сопряженных прямых комплекса нормалей к 
траекториям точек. 

144. Прямая, пересекающая две сопряженные прямые полвижной 
фигуры, ортогональна к траекториям всех своих точек. 

145. Ортогональные проекции двух взаимно сопряженных прямых на 
плоскость, неизменно связанную с нполвижной фигурой, пересскаются на 
характеристике этой плоскости. 

146. Построить характеристику плоскости, если известны две пары 
взаимно сопряженных прямых. 

147. Характеристика плоскости есть ортогональная проекция прямой, 
сопряженной перпенликуляру к этой плоскости. 

143. Нормали к траекториям точек полвижной фигуры, пересекаю- 
щие некоторую прзыую, неизменно связанную с этой фигурой, пере- 
секаот и сопряженную ей прямую- 

149. Доказать параллельность прямых, сопряженных бесконечно уда- 
ленным прямым плоскостей, нензменно связанных с подвижной фигурой. 

150. Доказать, что наиболее общее бесконечно малое перемещение 
твердого тела есть геликоидальное движение, т. е. вращение вокруг не- 
которой оси н одновременно скольжение вдоль этой оси. 

151. Если фигура нензменной формы непрерывно перемещается в 
пространстве, то ее мгновенная винтовая ось совпадает с осью комплекса 
нормалей к траекторням всех ее точек. 

152. При движении фигуры неизменной формы мгновенная винтовая 
ось образует две линейчатые поверхности: одну неподвижную в простран- 
стве (неподвижный аксоид), другую подвижную (подвижной аксоид)}, свя- 
занную с движущейся фигурой. Доказать, что при движении подвижный 
аксоид катится по неподвижному, одновременно скользя вдоль общей 
образующей (Понселе). 


1) В послелующих задачах такой тип лвижевия будет для сокращения речи 
часто чазываться просто движением. Движение же, определяемое другим числом 
условий, будет каждый раз соответственно охарактернизоваио. 
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153. Подвижная фигура неизменной формы имеет одну неподвижную 
точку. Каковы будут аксоиды. 


154, Фигура неизменной формы перемещается так, что пять ее точек 
скользят по пяти данным поверхностям. 
Построить: я 


1) нормальную плоскость к траектории произвольной точки, неизменно 
связанной с подвижной фигурой; 


2) нормаль к поверхности, образованной кривой, неизменно связан- 
ной с подвижной фигурой; 

3) линию касания поверхности, неизменно связанной с подвижной 
фигурой, со своей огибающей; 

4) мгновенную винтовую ось. ' 

155. Доказать, что если прямая касается траектории одной из своих 
точек, то и сопряженная ей прямая касается траектории одной из своих 
точек; при этом общий перпендикуляр этих прямых проходит через обе 
точки касания. 


156. Прямая 2 есть характеристика подвижной плоскости. 
Доказать, что: 


1) прямая =", сопряженная г, есть тоже характеристика некоторой 
плоскости с’(в и с' принадлежат одной фигуре); 

2) плоскости с и с’ взаимно ортогональны; 

3) фокус плоскости с лежит на прямой =”, а фокус плоскости с" — 
на прямой 5; 

4) прямая, ‚ соединяющая фокусы плоскостей ви с’, ортогональна 
прямым гих. 

157. Прямая, неизменно связанная с полвижной фигурой, образует 
в процессе движения линейчатую поверхность. Доказать, что нормали к 
этой поверхности вдоль одной образующей все лежат на гиперболическом 
параболонде; на нем же будет лежать прямая, сопряженная с этой образу- 
ющей. 


158. Какую позерхность образуют характеристики плоскостей пучка 
неизменной формы? 

159. Перемещение фигуры неизменной формы определяется четырьмя 
условиями (две степени свободы). Доказать, что нормали к поверхностям, 
описываемым ее точками, все проходят через две прямые. 

160. Прямая / неизменно связана с подвижной фигурой, движение 
которой определено четырьмя условиями (две степени свободы). Опре- 
делить геометрическое место прямых, сопряженных бесконечно удаленным 
прямым плоскостей (плоскости ортогональны Й. 

161. Четыре точки подважной фигуры неизменной формы описывают 
четыре данные поверхности. Построить: 

1) нормаль к поверхности, описываемой произвольной точкой этой 
фигуры; | 

2) точки касания некоторой поверхности, неизменно связанной с 
подвижной фигурой, со своей огибающей. 
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ГЛАВА Ш. 
СМЕШАННЫЕ ЗАДАЧИ. 


162. Концы отрезка АВ (непостоянной ллины) бесконечно мало 
переместились вдоль двух прямых а и $ так, что точка С, делящая АВ в 
постоянном отношении, описала прямолинейную траекторию (бесконечно 
малую). 

Доказать, что прямая АВ при этом повернулась зокруг одной низ 
своих точек; построить эту точку. 

163. Дана кривая (Г) и прямая а. Прямой угол, стороны которого 
параллельны касательной и нормали кривой (Г) в ее точке М, имеет 
вершину в основании перпендикуляра, опущенного из точки /1 на прямую 
а. Зная центр кривизны (Г) в точке 1, построить мРиовенный центр 
вращения этого угла при бесконечно малом перемещении точки /1 но 
кривой (Г). 

164. Давы две неподвижные окружности (Г) и (Г), пересекаючкиеся 
в точках Ри ©. Через точку Р проходит прямая АВ, пересекающая 
эти окружности соответственно в точках Ан В. На отрезке АВ построен 
треугольник АВС, подобный данному. Определить траекторию вершииы 
С ирн вращении прямой АВ вокруг точки Р- 

165. Треугольник ОМР перемещается так, что вершина О остается 
неподвижной, точка ЛМ опнсывает окружность, проходящую через О, а 
сторона МР касается этой окружиостн в точке 1. Определить траек- 
торию точки Ри построить нормаль к ней. 

166. На касательной в точке М окружности (Г) отложен отрезок ИЛ, 
видимый из О (точка окружности) под прямым углом. Локазать, что: 

1) при движении точки /М ло кругу (Г) точка Р описывает циссоиду; 

2) нормаль к циссоиде в точке Р’ проходит через точку пересечения 
днаметра (проходящего через 41) и перпентикуляра к середине ОР. 

167. Прямой угол движется в своей илоскости так, что одна из е;о 
старон катится без скольжения по данной окружности. На другой его 
стгороше от вершины А отложен отрезок АВ, равпый радиусу данного 
круга.’ Определить траекторию копца В этого отрезка. 

168. Прямой угол, перемещаясь, касается своими двумя сторонами 
соответственно двух софокусных кривых 2-го порядка. Определить тоаек- 
торию его вершины. 

169. На неполвижной плоскости я, фиксированы точка О, и кривая 
(Г.), а на подвижной плоскости х — точка О и кривая (Г). При этом 
фигура, образованная О, и (Гу), равна фигуре, образованной О н (Г. 
При пергмещении плоскости * по я, точка О движется по кривой (Го), 
а кривая (Г) проходит через точку О.. Определить цеитронды при усло- 
вин, ЧТО: 

1) (Г) и (Г) равные окружности; 

2) {Го и (Г) прямые. 

170. Прямая, проходящая через неподвижную точку, движется так, 
что одна из ее точек описывает данную неподвижную прямую. Опре- 
делить неитронды. 

171. Прямая, прохолящая через неподвижную точку, движется ‘так, 

* 


132 КИНЕМАТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРИЯ 


что одна из ее точек описывает спираль Архимеда. Определить цен- 
тронды. 

172. Круг (Г) вращается вокруг одной из своих точек. По нему 
(извне) катится без скольжения другой круг (Г!) равного радиуса так, 
что их общая точка касания перемещается по прямой, проходящей через 
неподвижную точку круга (Г). Определить центроилы. 

173. На неподвижной плоскости п фиксирована окружность (Г) и 
на ней взята неподвижная точка Р. По этой плоскости перемещается не- 
которая плоскость л’ так, что прямая, неизменно с ней связанная, по- 
стоянно проходит через точку Р и описывает одной из своих точек 
окружность (Г). Определить центроиды. 

174. Плоскость п движется по плоскости т,. На плоскости м фик- 
сированы три прямые а, ао, аз. Исследовать треугольник, образованный 
центрами кривизны С., С., С, огибающих этих прямых (в точках каса- 
ния с прямыми а, @., а.). 

175. Построить центр кривизны подэры, зная центр кривизны со- 
ответствующей точки кривой (М. Д’Окань). 

176. Построить центр кривизны лемнискаты Бернулли. 

177. Построить центр кривизны циссоиды. 

178. Прямая катится без скольжения по циклоиде. От точки каса- 
ния откладывается отрезок, пропорциональный радиусу кривизны цик- 
лоиды в этой точке. Найти траекторию конца этого отрезка (Барбарен). 

179. Прямая получила бесконечно малое перемещение. Определить 
геометрическое место центров кривизны траекторий ее точек (Е!\а1$). 

180. Прямая перемещается в плоскости циклоиды, пересекая ее под 
постоянным углом. Найти огибающую этой прямой. 

181. Лучи, выходящие из точки $, отражаются от окружности (Г). 
Определить их огибающую. 

182. Две фиксированные прямые плоскости х, скользящей по пло- 
скости п,, огибают соответственно две подобные кривые (прямое подобие), 
касаясь их в гомологических точках. Определить огибающую произволь- 
ной прямой плоскости т. 

183. Плоскость к движется по плоскости к, так, что две ее прямые 
огибают соответственно две окружности. Доказать, что произвольная 
прямая, лежащая на плоскости я, огибает тоже окружность. 

184. Точка движется по окружности, описанной около данного тре- 
угольника. Основания перпендикуляров, опущенных из этой точки на 
стороны треугольника, лежат на одной прямой (прямая Симсона). Опре- 
делить огибающую этой прямой. 

185. Дана неподвижная прямая и на ней фиксирована точка М. 
Эллипс неизменной формы движется в своей плоскости так, что остается 
касательным к этой прямой в точке М. Определить траекторию его 
центра. 

186. Подвижная хорда АВ переменной длины при своем движении 
отсекает на неподвижной кривой (Г) сегмент постоянной площади. По- 
строить центр кривизны огибающей этой хорды. 

187. Кривая (Г) катится без скольжения по прямой. Точка М, неиз- 
менно связанная с ней, описывает рулетту. Найти зависимость между 
дугой этой рулетты и соответствующей дугой кривой (Г), образованной 
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точками пересечения касательных к (Г) с прямыми, проходящими через 
М н образующими постоянный угол @ с этими касательными. 

188. Логарифмическая спираль кагится без скольжения по прямой. 
Определить траекторию ее полюса. 

189. Логарифмическая спираль катится без скольжения ино прямой. 
Определить траекторию ее центра кривизны, соответствующего точке 
касания. 

190. Эзольвеита круга катится без скольжения по прямой. Опреде- 
лигь траекторию ее центра крезизны, соответствующего точке касания. 

191. Циклоила катится без скольжешия по прямой. Определить траек- 
торию ее ценгра кривизны, соответствуго:цего точке касания. 

192. Эпицеклонда катится без скольжения по прямой. Определить 
траекторию ее цеитра кривизиы, соответствующего точке касания. 

193. Определить поверхность, образованную касательными к траек- 
ториям всех точек подвижной прямой. 

194. Определить огибающую соприкасающнхся плоскостей к траек: 
ториям всех точек подвижной ирямой. 

195. Определить геомегрическое место фокусов плоскостей прелы- 
лущей залачи. 

196. Через данную точку проведены плоскости, параллельные сопри- 
касающимся плоскостям траекторий точек подвижной ирямой. Найти 
огибающую этнх плоскостей. 

197. Онределать поверхность, образованную осямн кривизны траек- 
зорий всех точек подвижной прямой. * 

198. Пусть при некотором положении подвижной прямой одна из ее 
точек стала точкой перегиба своей траектории. Определить для этого 
случая огибающую семейства соирикасающихся плоскостей к траекториям 
всех точек этой прямой. 

199. Прямая прн своем движеини образует поверхность второго по- 
рядка. Какую поверхность образует ири этом сопряженная ей прямая? 

200. Прямая касается к траектории одной из своих точек. Доказать, 
уто касательные к траектории всех точек этой прямой имеют огибающую. 
Определить эту огибающую- 

201. Определить поверхность, образованную главными пормаяями к 
траекторням вссх точек подвижной прямой. 

22. Определить геомстрическое место центров кривизны траекторий 
всех точек подвижной кривой. 

203. Опрэделить геометрическое место центров соприкасающихся 
сфер траекторий всех точек подвижной прямой (Назар). 

204. Три фиксированные точки полвижной прямой движутся по трем 
даиным параллельным плоскостям. Определить поверхность, по которой 
дзижется произвольная (фиксированная) точка этой прямой, 

205. Три фиксированные точки подвижной прякой движутся по трем 
данным пересекающимся илоскостям: Найти поверхность, по которой 
движется всякая другая точка этой прямой. 

206. Прямая движется так, что три фиксированные на ней точки 
перемещаются но трем неподвижным плоскостям, параллельным олной 
прямой. Определить. поверхность траекторий произвольной точки под- 
вижной прямой. 
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207. Прямая лвижется так, что три фиксированные на ней точки 
перемещаются по трем неподвижным сферам с центрами на одной пря- 
мой. Определить поверхность траекторий произвольной точки подвижной 
прямой. 

208. Четыре точки подвижной прямой движутся по четырем данным 
плоскостям. Найти траекторию произвольной точки этой прямой. 

209. Прямая перемещается так, что четыре фиксированные на ней 
точки движутся по четырем данным сферам с центрами на одной пло- 
скости. Определить траектории других точек этой прямой. 

210. Движение прямой характеризуется двумя степенями свободы. 
Определить огибающую касательных плоскостей к поверхностям траекто- 
‘рий (зиПасе Надесоне) для всех точек этой прямой. 

211. Подвижная прямая обладает двумя степенями свободы. Сколько 
можег быть на ней точек, траектории которых касаются асимптотиче- 
ских линий поверхностей траекторий? 

212. Подвижная прямая имеет две степени свободы. Сколько может 
быть на ней таких точек, у которых соприкасающиеся плоскости траек- 
торий ортогональны к соответствующим поверхностям траекторий? 

213. Подвижная прямая имеет две степени свободы. Сколько может 
быть на ней точек, траектории которых касаются линий кривизны соот- 
ветствующих поверхностей траекторий? 

214. Подвижная прямая имеет две степени свободы. Сколько может 
быть на ней точек, являющихся параболическими точками соответствую- 
щих поверхностей траекторий? | 

215. Подвижная прямая имеет две степени свободы. Сколько на ней 
может быть точек, являющихся омбилическими точками соответствующих 
поверхностей траекторий? 

216. Могут ли быть на подвижной прямой, имеющей две степени 
свободы, такие точки, в которых поверхности траекторий имеют среднюю 
кривизну, равную нулю? 

217. Подвижная прямая имеет две степени свободы. Определить гео- 
метрическое место центров кривизны главных направлений ее поверхно- 
стей траекторий (для всех точек). 

218. Плоскость тп движется в пространстве, огибая поверхность с. 
Цоказать, что существует полвижная плоскость ях’, перемешающаяся в 
плоскости т и одновременно катящаяся без скольжения по поверхности с. 

219. Ось пучка плоскостей неизменной формы касается к траектории 
одной из своих точек. Определить поверхность, образованную характе- 
ристиками этих плоскостей. 

220. Дан подвижной пучок плоскостей неизменной формы. Характе- 


ристика каждой из этих плоскостей касается траектории одной из своих 
точек. 


Определить: 

Г) геометрическое место этих’точек касания; 

2) огибающую нормальных плоскостей траекторий этих точек. 

221. Характеристики плоскостей подвижного ‘пучка касаются ребер 
возврата огибающих этих плоскостей. 


Определить геометрическое место точек касания, соответствующих 
произвольному положению пучка. 


г. 
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222. Пучок плоскостей неизменной формы движется так, что его че- 
тыре фиксированные плоскостн проходят через четыре неподвижные 
точки, лежащие на одной плоскости т. 

Определнть траекторию точки пересечения оси пучка с плоскость +. 

223. Пучок плоскостей нсизменной формы перемещается так, что его 
четыре фиксированные плоскости касаются четырех данных неподвижных 
сфер с центрамн на одной плоскости. 

Определить поверхность, которой касается произвольно взятая ило- 
скость этого пучка. 

224. Пучок плоскостей неизменной формы персмещается так, что 
три его плоскости касаются трех данных сфер < центрами па одной 
прямой, 

Определить огибающую произвольной плоскости этого пучка. 

224а. Пучок плоскостей неизмениой формы перемещается так, что 
сго плоскости касаются некоторых неподвижных поверхностей. 

Определить поверхность, образованную пормалями в точках касания 
(прн определениом положении пучка). 

225. Призма неизменной формы перемещается так, что три се боко- 
вые грани постоянно проходят через три Фиксированные точки нелод- 
вижиой ирямой. : 

Определить огибающие остальных боковых граней. 

226. Пучок плоскостей неизменной формы перемещается так, что 


` каждая его плоскость огибает некоторую поверхность. 


Определить геометрическое мебто цеитров кривизны главных сечений 
этих поверхностей (в точках касания с плоскостями пучка). 

227. Двугранный угол постоянной величины перемещается из началь- 
ного положения в бесконечно близкое, при этом характеристика одной 
из его граней образовала прямой угол с его ребром. Определить поло- 
жение характеристики второй его грани. 

22$. Трасктория точки, движущейся по косой лннейчатой поверхчо- 
сти, изогональш к прямолянейным образующим. Доказать, что если эта 
траектория есть геодезическая линия, то она будет одновременно и стрик- 
ционной линией (О. Бонне). 

229. Три взаимно ортогональные нлоскости движутся, касаясь цент- 
ральной новерхности второго порядка. Найти геометрическое несто их 
общей точки пересечения. 

230. Три взаимно ортогональные плоскости движутся, касаясь парабо- 
лоида. 

Определить геометрическое место нх об:цей точки пересечения. 

231. Три взаимно ортогональные плоскости перемещаются в про- 
странстве, касаясь эллипса или гинерболы. Найти геометрическое место 
нх общей точки пересечения. 

232. Три ьзаимио ортогональные плоскости перемещаются п прострал- 
стве, касаясь параболы. Найтн геометрическое место их общей точки 
пересечекия. 

233. Из всех точек прямой проведены пормали к алгебраической по- 
перхности 2-го порядка. Определить геометрическое место оснований 
этих норхалей. 

234. Цаны две прямые и алгебраическая поверхность т-го порядка, 


— 


ыы = < — =. - * 
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Сколько можно построить нормалей к этой поверхности, пересекающих 
обе данные прямые? 

235. Дана алгебраическая поверхность 1-го порядка и произвольная 
плоскость. Сколько можно построить нормалей к данной поверхности, 
лежащих в этой плоскости? 

236. Сколько можно провести нормалей из произвольной данной 
точки к алгебраической поверхности 71-го порядка (Терквем)? 

237. Фигура неизменной формы переместилась в бесконечно близкое 
положение. Определить: 

1) геометрическое место’ таких ее точек, касательные к траекториям 
которых пересекаются в одной точке; 

2) линейчатую поверхность, образованную этими касательными. 

238. Найти огибающую нормальных плоскостей к траекториям тех 
точек твердого тела, у которых касательные к траекториям пересекалотся 
в одной точке. 

239. Фигура неизменной формы переместилась в бесконечно близкое 
положение. Определить геометрическое место таких ее точек, у которых 
соприкасающиеся плоскости к траекториям стационарны. 

240. Подвижная фигура неизменной формы, имеющая две степени 
свободы, получила бесконечно малое смещение. Определить геометриче- 
ское место ее точек, которые при этом переместились по асимптотиче- 
ским линиям своих поверхностей траекторий. 

241. Определить геометрическое место точек подвижной фигуры (не- 
изменной формы), имеющей две степени свободы, для которых сопри- 
касающиеся плоскости траекторий ортогональны к соответствующим 
поверхностям траекторий. 

242. Определить геометрическое место точек подвижной фигуры (не- 
изменной формы), имеющей две степени свободы, которые являются 
параболическими точками своих поверхностей траекторий. 

243. Определить геометрическое место точек, принадлежащих под- 
вижной фигуре (неизменной формы), имеющей две степени свободы, 
являющихся в данной момент омбилическими точками соответствующих 
поверхностей траекторий. 

244. Фигура неизменной формы, имеющая две степени свободы, 
получила бесконечно малое перемещение. Определить геометрическое 
место точек (связанных с данной фигурой), в которых средняя кривизна 
поверхностей траекторий равна нулю. 

245. Плоскость « катится без скольжения по развертывающейся по- 
верхности. На этой плоскости фиксирована кривая (Г). Определить ли- 
нии кривизны поверхности, образованной кривой (Г). 

246. Две поверхности катятся одна по другой без скольжения и вра- 
щения. Определить зависимость между радиусами геодезической кри- 
визны кривых (траектория общей точки касания), 


РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ 


ОТДЕЛЕ 


ГЛАВА 1. 


2 Ответы даны на рис. Ё и 2. 
Ранги будут соответственно 3, 3, 4. 
= 


9 
5. 
6. Для рис. 23 р=1; для рис. 24 р=2. 
я. 


Заметны, что таким образом из отрезочного комглекса, не нару- 
шая его связности, можно вынуть не более а, — %--1 отрезков; такое 
изъятие невыполнимо, когда отрезочный комплексе дерево, но тогда 


а) — {+1 ==0. 


Рис. 1. Рис. 2 


10. Можно указать например следствие: 1) общее число вершин по- 
рялка 3 и треугольных граней не меньше 8; 2) куб единственный полиэдр 
с одинаковым числом 395 и за; 3) нет полиэдров, имеющих одного по- 
рядка вершины или грани более чем с 5 ребрами и т. д. 

11. Воспользоваться известным решеннем Эйлера задачи о мостах 
(см. например Успенский, 1. с.). Задача о кенигсбергских мостах сво- 


дится к комплексу рис. 3, относительно которого ве- 
обходимо установить невозможность обхода отрезков 
его без пропусков и повторений. Такие задачи решаются 
при помощи теоремы (читатель легко её докажет), что 
для возможности обхода необходимо и достаточно, чтобы 
комплекс. имел не более двух вершин нечетного порядка. 
12. Заметим, что эта задача по характеру аналогична 
предшествующей: те и. которые пронзеоделись 
последней, относятся К вершинам комплекса. 


Рнс. 3. 


с отрезками в 


14. Для примера далим преобразования к рис. 27—28, где поста- 
влено Ё.:, иеобходнмо делать переход гомотопйо в Е} (рис. 4). 
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23. Даем ответ для п==7 С.Н,, (гептаны) (рис. 5). 


В 439 5-8 7 8 9 
Рис. 5. 
1. Гептан 5. Диметил — 2 —3 — пентан 
9. Метил — 2 — гексан 6. Диметил — 2 — 4 — пентан 
3. Метил — 3 — гексан 7. Диметил — 2—2 — пентан 
4. Этил — 3 — пентан 8. Диметил — 3—3 — пентан 


9. Триметил — 2 —2 — 3 — бутан 
(— СН; метил; — СН, — СН, этил) 


25—98. Воспользоваться способом решения задачи 28. 
33. Ответ дан на рис. 6. 


т. 


№, ©. Ф 


Рис. 6. Рис. 7. 


34. Укажем, что для двух, трех и четырех областей это несправед- 
ливо, как это легко усмотреть из рис. 7. 

_ Отсюда вытекает между прочим, что четыре краски необходимы для 
карты на плоскости или на сфере; конечно тривиальные случаи, когда 
окраска возможна меньшим числом красок, здесь оставляются в стороне. 

Теорема о четырех красках говорит, что для всякой карты (исключая 
указанные случаи) минимальное число ‘необходимых различных. цветов 
равно четырем, | | 
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36. Доказательство первой части для #<4 очевидно. 

Намегим доказательство для случзя четырехугольника, когда мы рас- 
полагаем пятью красками. Раскрасим карту, полученную после изъятия 
олной стороны четырехугольника (рис. 8); пусть цифры обозначают 
различные цвета; ясно, что, имея в распоряжении пять красок, мы пятой 


й 4 


Рис. 3, Рис. 9. 


краской закрасим четырехугольник по восстановлении его четвертой 
стороны СД. 

Однако, если даны только четыре краски, то все же требуемое заклю- 
чение остается справедливым; пусть соседние с четырехугольником об- 
ласти окрашены в четыре различных цвета, указанные цифрами на 
рнс. 9. Ввелем понятие цепки (м, т) — совокупности смежных по реб- 
рам областей, последовательно окрашенных в цвета п и 1; так как две 
различные цепки (т, п) и (р, 9), не имеющие общих цветов, не могут 


Рис. 10. 


пересекаться (читателю предоставляется это установить), то какая-нибудь 
пара из указаняых четырех цветов должна принадясжать разным цепкам; 
пусть это будет с цепкой (2, 4), т. е. область 2 принадлежит к одной 
цепхе, область 4—к другой. Произвеля перестановку цветов в одной 
из них (в допустимости такой операции пусть читатель убеднтся само- 
стоятельно), мы получим четырехугольник с четырьмя смежными обла- 
стями, окрашениыми в три разных цвета; остальной ход действий очевиден. 
36. См. формулу (4) в задаче 10. 
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37. Можно воспользоваться способом, указанным в решении за- 


дачи 34. : 
39. Воспользоваться решением задачи 38. 


Рис. 11. 


На рис. 10 изображено разбиение поверхности тора на семь шести- 
угольников, дающее наибольшее число смежных областей (А. А. Марков). 

40. Ответ !) дан на рис. 10а. 

41. См. рис. 11"). 


ГЛАВА 11. 


42. Гомеоморфизм вытекает на основании теоремы Пуанкаре из того, 
что: 1) обе ленты ориентируемы (убедиться в этом), 2) обе ленты имеют 
по два контура и наконец, 3) обе двусвязны (показать это). 

Тот же результат получается серией гомотопных преобразований 


(рис. 12). 
6 [7 () <» д 


Рис. 12. 


Гомотопен здесь лишь тот переход, где поставлено Е;; здесь необ- 
ходимо „прохождение сквозь“; нетрудно убедиться (это мы предоста- 
вляем читателю), что в Е, это преобразование изотопно. 

Лента рис. 60 имеет зацепленные границы, что не имеет места у 
ленты рис. 59, в этом причина неизотопии лент в Р.. 

43. Пусть читатель применит теорему Пуанкаре. Со своей стороны, 
приведем серию гомотопных преобразований (рис. 13), 


+) См. Нип21Кег, 1. с., стр. 60. 
1) См. Еггега, [. с., а также НипаЕКег, |1 с., стр. 61. 
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Рис. 13. 


44. Сначала надо убедиться в их гомеоморфиости — это мы предо- 
ставим читателю. 


Изотопия ленты рнс. 63 очевидна, булем поэтому заниматься осталь- 
ными, причем ограничимся двумя последними (рис. 14). 


5-07 
@.@ < 


28-900 


Рис. 14. 


45. Относительно рис. 71 и 72 заметим, что обе ленты в Е, изо- 
тонны поверхности, изображенной на оис. 15 (ср. с примером 52). 
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Рис. 15. 


46. Пусть читатель применит теорему Пуанкаре, мы приведем серию 
в Е, гомотопных преобразований ') (рис. 16). 


\\ 
3 


а па к 
77 


Рис. 16. 


49. Воспользоваться решением задачи 52. 
50. Дадим серию гомотопных преобразований ( 


применить обычный способ. 


рис. 17); далее надо 


Е * Рис. 11. 
1) См. рис. 116 ЖЛФМО, т. П, стр. 105. 


ВЫ 


ьеииичетайй, 
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51. Воспользоваться теоремой Пуачкар. 
52. Докажем изотонию в Е, позерхностей рис. 85 и 86, тем самым 
будет установлен и их гомеоморфизм. Вдавливая край поверхности у 


точек АВ, получим требуемый результат (рис. 18); остальные случаи до- 
казываются аналогично. 


КЮ 


Рис. 18. 


53. Воспользоваться решением задачи 52. 


54. Для доказательства достаточно произвести серию преобразований, 
приведенных на рис. 19. 


Рис. 19. 


55. Воспользуемся решением задачи 50, тогда серия преобразова- 
ний рис. 20 даст решение одной части задачи (рис. 103 „рис. 100). 


02-© 


Рис. 20. 


Преобразования по рис. 21 дадут решение другой части (рис. 108—> 
рис. 101). 


Геометрия, Ч. 1. 20 
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Для получения решения последней части задачи (рис. 103 —>рис. 102), 
опять воспользуемся решением задачи 50: это дано на рис. 22. 


Рие. 22. 


56. Воспользоваться решением задачи 54. 

57. Характеристика отрезочного комплекса № = — а, -- а, замк- 
нутой поверхности № ——а,-- а, — 9; число независимых циклов отрезоч- 
ного комплекса будет № -- 1, это будет число ручек р нашей поверх- 
ности, но №=2(р— 1), откуда вытекает, что № = 2М.. 

59. При вращении окружности комплекса К. образуется поверхность 
вращения — тор; он составляет часть комплекса К.; точка А (рис. 113) на 
торе опишет круг широты; обозначим через а — меридиан тора, в — круг 
широты; неизотопными формами комплекса К. будут те, при которых 
кривая, описанная точкой А, расположена как кривая а767, гери 4 — 
целые взаимно простые числа; лента, образованная отрезком АВ, может на- 
ходиться как вне, так и внутри тора; сам тор может быть заузлен, причем воз- 
можны как амфихейральные, так и неамфихейральные расположения. 
Амфихейральным узлом или в данном случае комплексом будет называться 
комплекс в Е., изотопный своему зеркальному изображению. Читателю 
предоставляется доказать, что построенные так комплексы гомеоморфны 
исходному и обладают указываемыми свойствами. 

60. Используя решение задачи 55, можно без труда убедиться в 
гомеоморфизме трех поверхностей рис. 115—117. Докажем гомеоморфизм 
первых двух рис. 114 и 115; соответствующие преобразования даны на 
рис. 23. 


ук. 
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Рис. 23. 


62. Укажем здесь только, что в обонх случаях система двойных ли- 
ний представляет три окружности, имеющие одну общую точку. 

64. Построим поверхность следующим образом: к сферической поверх- 
ностн рис. 24, имеющей два контура /Р, и /Т",, прикленм ручку, изоб- 
раженную отдельно на рис. 25, так, чтобы одноименные контуры их Г, 


Гис. 24. Рис. 25. 


и П", соответственио совпали < соблюдением их орнентировок (орнен- 
тнрозки указаны стрелками). Получнм поверхность рис. 26; окружность 2, 
по которой ручка нересекает сферическую поверхность, бузбем считать 
необщим элементом; нетрудно показать, что замкнутая поверхность 
гомсоморфва нзориентирусыому тору (рис. 27). Для этого неабхо-. 
димо сначала установить неорнентируемость поверхности рис. 24. 
Отметим существенные свойства поверхности рис. 26, если ее симметрично 
разрезать, то получим две половинки, кажеая из которых будет лентой 
Мёбиуса (одна половинка изображена на рис. 28); то же получится, если 
разрезать неориентируемый тор по кревой рис. 163 (стр. 39); однако симмет- 
рнчный разрез неорненгируемого тора, например по двум экваторам, лает. 
одну ориентируемую ленту вида рис. 191. Эта поверхность довольно 
* 
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подробно разобрана у НИБегЕ & СоНнп-\У оззен, 1. с., стр. 271—273; 
этим и надо воспользоваться для решения данной задачи (см. также 
решение задачи 60). 


Рис. 21. 


65. Читатель его легко найдет сам; заметим, что без затруднений бес- 
конечно малым преобразованием можно освободить от точек изображе- 
ния окрестнести комплекса К’около свободных сторон, т. е. тех сторон 
ребер, которые принадлежат только одной грани. 

Назовем симплекс $, : комплекса К„ свободным, если он принадлежит 
только одному симплексу 5, комплекса К’„. Содержание задачи иллюстри- 
рует теорему о возможности „удаления“ непрерывным преобразованием 
свободной (п — 1)-мерной грани п-мерного комплекса 1). 

66. Будем говорить, что комплекс в точке А лабилен, если любая 
окрестность точки А деформируется в собственную часть самой себя, при- 
чем границы окрестности не подвергаются преобразованию. В противном 
случае он стабилен в точке А. 

Задача 66 дает пример лабильного 
двумерного комплекса и при отсутствии 
свободных ребер. Наметим ход решения 
задачи как убрать „пленку“? Для этой 
цели покажем, как у точки Д образо- 
вать „дырку“. Изобразим область у 
точки А, как показано на рис. 29; пусть 
на плоскости ху через точку А прове- 
рис. 99. дена окружность 


ино =в а 
сопоставим точкам оси Ах с абсциссами <? точки этой окружности сле- 
дующим образом; через каждую такую точку оси Ах будем проводить луч # 


а 
точки А, точку его пересечения с окружностью будем считать изобра- 
жением рассматриваемой точки оси абсцисс. Остальные точки луча й 


под углом к оси Ах, равным п; проведя луч Й’ параллельно Й из 


1) См. Нор? & Рацом Е &, [. с. 
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перенесем конгруэитно на точки луча й' вие окружности (1): точка с 
абсциссой # попадет в точку А; аналогичио будет для отрицательных 
абсцисс. Тогда точки полуплоскости отобразятся непрерывно на части 
ее (будет исключена внутренность круга (1)); распространим& это преоб- 
разование на поверхности конусов так: сечениям их плоскостями х= 
для || < будем сопоставлять точки окружности (1) по вышеуказан- 
ному правилу, для |#|7> будем сопоставлять сечения, получаемые в 
результате соответствующего переноса лучей | {|= в частности сече- 
ниям |$ |= отзечаст одно изображение — точка А. 

При х-—>0 изображение обращается в тождество; распространяя со- 
ответствующим образом преобразование на случай нашего комплекса, мы 
можем получить требуемый результат. 

67. Воспользоваться способом решения, указанным в предыдущей задаче. 

70. Произведем преобразование следующим образом: сплюсием внутрей 
нюю сферу, как это изображено в сеченни, проходящем через отверстие 


Рис. 30. 


на рис. 30; пропустнм верхнюю се часть сквозь нижнюю, причем там, где 
было отверстие, образуется двойная линия (купюра разветвлення), концы 
а которой ладут искомые точки разветвле- 
ния. ПШтрихами показаны паружные в Е, 
нормали. 
74. Воспользоваться теоремой Эйлера. 
У ГЕИ 
76. р=5 !) 
76 615. Разбнение поверхности рис. 143Ъ 
в элементарно-связный кусок с выяделе- 
нием полигонов, отвечающих отдельным 
листам, дано на рис. 31. Обе поверхности— 
ориентируемые, и характеристика их равна 
утроенной характеристике нсходной по- 
верхности; род р=4. } 
Поверхности рассматриваемой задачи 
представляют собой так называемые дву- 
Рис. 31. мерные пакрывающие неразвет- 
вляющиеся многообразия. Чита- 
тель без трула найлет, в каком отношении находятся характеристики по- 
верхности и ее А - листного накрытия. В частности можно также показать, 
что единственное иакрыгие элементарыо-связного комплекса есть он сам. 


1) См. Сгай |, с, стр. 41, 
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В отличие от этих поверхностей римановы поверхности суть развет- 
вляющиеся накрывающие многообразия двумерной сферы. 

77. Это очевидным образом получается из следующих преобразова- 
ний (рис. 32), заключающихся в Том, что мы ручку изотопно в Е. 
протягиваем вниз. 

78. Использовать например способы решения задачи 84. 


и = 
себе 


Рис. 32. 


79. Можно следующим образом провести необходимые гомотопные 
в Е, преобразования. 110 способу решения задачи 78, совершаем перехол 
от первого положения ко второму (читателю рекомендуется проверить 
это); дальнейший переход состоит в том, что тор сплющивается в двой- 
ную ленту Мёбиуса; затем листы меняются местами (переход сквозь), при 
этом сплошные части кривой переходят в пунктирные и обратно, далее 
идет опять разворачивание в тор; последнее преобразование состоит в 


симметричной замене верхней, относительно экваториальной плоскости, 
части тора на нижнюю (рис. 33). 

80. Решение можно получить способом, аналогичным примененному 
в задаче 79; предоставляем это проделать читателю. Здесь приведем 
другой способ *), частично лишь используя преобразования указанной 
задачи: заключается способ в том: тор разрезается меридионально и 
склеивается теми же точками после указанных поворотов; проделывая 
дважды такую операцию, получим требуемый результат (рис. 34). 


1) Идея его в оснояном принадлежит А. А. Маркову. 
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Фе 


83. Читатель получит искомый результат, применяя методику пред> 
шествующего решения. 
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84. Необхолимая серия преобразований дана на рис. 36; переход от 
первого положения ко второму состоит в том, что мы верхнюю часть 


Рис. 36. 


поверхности симметрично отобразили на нижнюю; переход же от пред- 
последнего положения к заключительному осуществляется использованием 
обратной операции (см. ЖЛФМО, т. Г стр. 169). 

85. Даем преобразование первой поверхности рис. 160—162 во вто- 
рую (рис. 37); следующие переходы очевидны. Здесь применен способ, 


©... 2-6) 


Рис. 37. 


использованный при решении предшествующей задачи. Аналогичным путем 
получаются преобразования рис. 163 — 166; предоставляем это чи- 
тателю. 

89. Заметим в связи с этим, что, склеивая контуры двусвязной ориен- 
тируемой ленты, можно получить поверхность тора, на которой склеен- 
ные контуры образуют непересекающую себя кривую произвольного 
вида (в частности это может быть узел); при склеивании контура ленты 
Мёбиуса аналогичные обстоятельства уже не имеют места, как это легко 
усмотреть из задач 82—87. 

94. У первой поверхности характеристика 
№М=2Е- 1. 

95. Ответ для двуконтурного дан на рис. 
38 — кривая П!’; для одноконтурного — кри- 
вая П!”“. 

96. Решение дадим для рис. 177—178, осталь- 


ные случаи можно получить подобным же способом 
Рис. 35. (рис. 39), 
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Рис. 35. 


97. Решзиие наметим для рис. 183—184 (рис. 40); остальные случаи 
предоставляются читателю. 


Рис. 40. 


99. Решение лано на рис. 41; убедиться, что полученная лента орненти- 
руема и что нзотопкыми преобразованнями можем получить ленту рис. 191. 


РА 


Рис. 41. 


100. Далим решение для второй и третьей поверхности (этн повегх- 
ности уже встречались в задаче 62) (рис. 42). 


ть 
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На рис. 43 переход от предпослелией поверхности к последней тре- 
бует указания ряда промежуточных положений, предоставляем читателю 
их найти. 

Имея эти решения, читатель с легкостью прлделает пример с по- 
верхиостью Дика. 

161. Решение дадим для т==0 (рис. 44). 


102. Заметим кстати, что ориентирующее сечение (А -- Г)-связной по- 
верхиости в общем случае будет иметь один или два края в зависимости 
от того, четно Ё или нет; это вытекает из того, что при олноконтурном 
сечении (с одним краем) характернстика не меняется, характеристика же 
орнентируемой замкнутой поверхности всегда четна, 


ЖЖ чи 


ГЛАВА Ш. 


103. Решение дачо на рис. 45, для перехода от заплетения рис. 203 
к последнему (рис. 205); остальные случан предоставляются чигателю. 


-() - . 


$ Рис. 45. 
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107 615. Нетрудно видеть, что обращение узла в косу неоднозначно; 
из угла можно получать различные косы; заметим также, что изотопия 
узлов и изотопия кос представляют несовпадающего характера вопросы, 
например коса рис. 46 как узел изотопна Ш; и не изотопна Ц., как 
замкнутой косе. > 

Можно показать, что утверждение, аналогичное 
указанному в задаче, имеет место и для случая про- 
извольного заплетения нескольких кривых в Е}; только 
здесь „замкнутая коса“ будет состоять из несколь- 
ких замкнутых кривых, обладающих каждая теми же 
свойствами. 

108. Изотопны как контуры изотопных в Е, лент. 

рае а. Разбиение дано на рис. 47; если сложить куски 

(1), (2) и (3), получится кубик (рис. 48), поверхность 

его стереографически изображена на рис. 49. Оказывается, что можно 
дать разбиение на и частей такое, что сумма любых п—1 кусков этого 


0) 


== =мЬ—---. 
| `5 


Рис. 49. 
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разбиения не будет РУ шару, даже больше — можно лать сим- 
плициальное разбиение *). 
109. Решение представлено серней м на рис. 50. 


Рис. 50. 


110. Решение (рис. 51) дается для преобразозания куска рис. 921 в 
третий (рис. 223); оставшийся случай предоставляется решить читателю. 


Рис. 51. 


111. Решение предостазляем читателю; примеры 109—111 ве прел- 
ставляют ничего паралоксального, потому что поверхности границ изо- 
топны в Ду; в этом отношении любопытны вследствие своей виешией формы 
гомеоморфизмы с неизотонными в Е, границамн (см. задачи 113—122). 

112. Результат можно получить следующим образом; воспользуемся 
приемом, указанным при решении залачи 84, тогда получим серию пре- 
образопаиий рис. 52. 


1) РгацК1. 2г Тороюзе 4ез аге@епопает Вантез, Мопаби., Е Май, 
33, 1931, стр. 357 — 364. 


| 
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Если на этом кончить операции, то получим случай рис. 230. Полу- 
чение остальных результатов предоставляем читателю. 

113, 14 и 115. Воспользоваться указанием предыдущего реше- 
НИЯ. 

119. Для рис. 253—254 решение впервые найдено А. А Марковым; 
представляет интерес в задачах этого типа то обстоятельство, что злесь 
имеет место расцепление замклутых цепок, в первом случае трех (рис. 253), 
во втором четырехзвенной (рис. 255) — границы пространств представляют 
таким образом неизотопные системы торов. А. А. Марков доказал (1931), 
что замкнутая цепка, имеющая более четырех звеньев, уже не расцепляется \). 

120. Отметим, что в обоих случаях заузленный тор разузляется. 

121. И злесь имеет место разузление одной границы; в последнем 
случае оно правда неполное (рис. 266). 

122. Интерес задачи заключается в том, что при гомеоморфизмах 
имеет место перемещение границ, не носящее изотопного характера. 

123, 124 и 125. Воспользоваться соображениями задачи А 

126. Первое решение этой задачи опубликовано в книге Ге! Сео: 
1.’Апа1уз!$ Низ, 1924, стр. 149 °*). 

130. Сначала расклеим симметричное пространство на две части М. 
и М." Возьмем М.’, обратим инверсией его в пространство вне сферы, 
это обстоятельство отмечено тремя наружными черточками у Ш»— и 


М, 


1 


Рис. 53. 


пролелаем ряд преобразований рис. 53, сжимая сферу по экватори- 
альному сечению, до совпадения с ним (3-й рисунок) мы еще остаемся 


1) Львовский, В. Некоторые гомеоморфизмы областей трехмерного про- 
странства. Доклад на математ. съезде в Ленинграде, 1934 г. Бюллетень, стр. 57. 
1) См. также журнал ЛФМО, т. |. с. 
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в том же листе; последующие операции (после „прохождения сквозь“) 
происходят во втором листе, сечение сферы Шу лает купюру — круг, ок- 
ружность сго есть кривая разветваения. По окончании преобразования 
в первом листе заполнено все простраиство, а во втором — внутренность 
сферы. Послелиее обстоятельство отмечено тремя черточкамн, обращжен- 
ными внутрь Ц. Для получения окончательного результага остается по 
этой сфере к Му’ приклеить инвертированный же второй кусок Му" на- 
шего исходиого симметричлого пространства. 

132. Двулистные предстёвленяя даны на рис. 54 а, Ъ, с.; купюры не ука- 
заны, читателю надлежит их найти. Наметим возможный ход преобразови- 


40) 65 &5 


Рис. 54а. Рис. 54Ъ. Рис. 54с. 


ний для случая рис. 286 (рис. 5=5); расклеям опять пространство ма две 
части М и М,"; с М," поступаем согласио рис. 55: инвертируем, перехо- 


< (о) 5; 


Рис. 55. 


дим в другой лист границей 1 м сноза инвертируем. Имеем в результате 
в первом листе пустоту в виде тора 9, во втором пустоту в вяле тора 1, 
пустоты зацеплены парой лииий развегвления; пряклеим к первому листу 
по тору 2 вторую часть нашего пространства Му’, 
тогла пустота будет ограничиваться тором 1, — 
остается вернуться из второго листа в первый 
и склеить торы 1. Получим линни раззетвлений 
и купюру рис. 56. 

133. Рсе пространства гомеоморфны трех- 
мерной сфере. Эток простсаший пример иллю- 
стрирует тот факт, что разиым пиаграммам м0- 
гут соответствовать гомеоморфные иростран- 
ства. 

134 Различие состоит в форме кугор; для первой пнаграммы кулюра 
элементарно-связанный двумсрный кусок, для второй — лента Мёбиуса. 

Для доказательства можно поступать так: возьмем половину первой 
диаграммы, разрежем и склеим ее, как показано на рис. 57, полученная 
половила днаграммы очевидно гомсоморфна исходной; поверхность склеена 

“ 
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Рис. 57. 


теми же точками, по которым она до того соединялась, такое же обстоя- 
тельство соблюдается и для всех внутренних точек склеиваемого сечения, 

Символически изображая кривую первой диаграммы (1,0), а второй — 
(1,1), увидим, что пример представляет частный случай теоремы !) о го- 
меоморфизме пространств, определяемых диаграммами (р, 9) и (р, а-Р ЕР), 
где ^ — целое число. См. задачи 138 и 151. 

136. Пространство, заданное диаграммой рис. 295, указано в Маш. 
Еп2., Рени & Неехаага, стр. 187, как пример негомеоморфного 


1) См. Зе Еегёь 1. с 
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сфере пространства без кручения и имеющего, как у сферы, числа Бетти 
нуля. Ошибочность этого утверждення была установлена А. А. Марко- 
вым (1953). Слелуя ему, наметим ход преобразований: серия картинок 
рис. 58 и 59 показывает, что пространство, диаграмма которого изобра- 


— {©)-©)-© 
Рис. 59. 


жена на рис. 295, есть не что иное как трехмерное сферическое про- 
странство. Картинки изображают последовательные преобразовапия дна- 
граммы; сущность их читатель легко уловит” (см. решения задач на 
диаграммы). Первая картинка—это несколько преобразованная диаграмма 
ряс. 295; переход от десягого положения к одиннадцатому станет ясен, 
если вспомпить, что собой представаяет диаграмма и какой смысл имеют 
кривые на ручках. . 

137. Обе диаграммы получаются при одиом исходном #!.. Зададим 
его склеиваписм граней куба, как это показано па рис. 60 (см. реш. 141). 

Склеиванием граней кубоктаэдра получается тело, огравиченное поверх- 
ностью рода 3 с четырьмя кривыма (рис. 61); для выбора кривых к диа- 
грамме займемся остальной частью куба, получаемой после изъятия кубок- 
таэдра; восемь многогранников (рис. 62) при скленвании по четыре (на 
рис. 63 дапа четверка ушчой, на рис. 64 другая) дают теграэдры с обрублеп- 
ными вершинами; при скленвании их получим полиэдр (на рис. 65 он 


Геометрия, ч. 1. 11 


С9 "эиа 


19 ‘эиа 
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Рис. 65. 


изображен не в окончательно склеенном вице), из рассмотрения его выте- 
кзет, что кривые на поверхности рис. 61 действительно суть кривые па 
ручках, и следовательно любще три из них можио взять для лнаграммы; 
так как крявгя / — узел. а остальные три занлетсны так, что имеют. равно 


Ь 2= я 
как и перзая, симметриго 3-го порядка (поворот на з даег совмещение}, 


то получаются только два варианга выбора, которые и указаны в усло- 
вии залачи, } 
133. Оба пространства можно трехлистно представить в римановой 
форые с системой купюр, изображенной на рис. 66. 
| Этот гомеоморфизм пространств прелстазляет частный случай теоремы 
о гомеоморфизме пространств, определяемых днаграммами (р, д "фл, 
если гр -|-х4==1'). 
ЗЕ РЕ Йь ПИ 
139. Отзет двы на рис. 67; цифры указывают, какие листы соеди- 
пяот-я соответствующими липияюи разветвления (купюры не показаны -— 
читателю предоставляется их найти). 


кеты Рис. 67. 


1) См. Зе! ет Ё с. р 
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‚140. Ответ лан на рис. (8. 


Рис. 68. 


| 141. Следуя А. А. Маркову, наметим такой путь решения: простран- 
ство можно образовать, склеив два кубоктаэдра, совмещая одноименные 


| буквы на рис. 69. Преобразовывая один из кубоктаэдров по рис. 70, 
| получим требуемый ответ. 


Рис. 69. 


Действительно, внутренний кубоктаэдр рис. 69 представляет одну 
половину диаграммы; то, что остается, восемь угловых кусков, составляют 
второй кубоктаэдр — вторую половину диаграммы; совокупность ребер 
АН, АР, СН, СЕ, ОГ, Г СМ, СК, ЕМ, БК, ВЕи В] представит 
совокупность искомых кривых диаграммы после склеивания противолежа- 
щих квадратных граней кубоктаэдра (т. е. после отождествления граней 

АВСО, ЕЕСН, ЛКЁМ). 

Читатель, знакомый с выводом теоремы Дена, сразу заметит, что 
такое построение диаграммы непосредственно воспроизводит вывод этой 
теоремы и потому нет надобности доказывать, что остальная часть куба 
действительно даст вторую половину диаграммы; в разбираемом случае 
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Рис. 70. 


в этом обстоятельстве нетрудно убедиться и непосредственно вследствие 
простого закона соединения граней. 

Обобщая этот поямер, нетрудно показать, что если трехмерное про- 
сгранство можно получить из элемевтарно-связного полнэлра, склеивая 
поиарно соответственно # пар его граней, то диаграмма его будет рода й. 


1 
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142. Ответ дан на рис. 71. 


Рис. 71. Рис. 72, 


143. Четырехлистное представление может на '!ример иметь линии раз- 
ветвлений, изображенные на рис. 72 (купюры не показаны). 
144. Огвет дан на рис. 73. 


Рис. 73. 


1441$. Если производить построение, пользуясь непосредственно 
методом Дена, то получим диаграмму, изображенную на рис. 361; из 
этого вытекает, что рассматриваемое ЛМ, есть как раз то пространство, 
которое было построено Пуанкаре !) (см. задачу 170 и ее решение). 

146. Пространство будет неориентируемым с диаграммой, представ- 
ляющей трехмерный ку- 
сок „ограниченный не- 
ориентируемым тором“ 
(рис. 74); половина диа- 
граммы получится, если 
мы склеим концы нци- 
линдра, изображенного 
на рис. 74а, так, что- 
бы ндентифицировать 
Рис. 74. Рис. 74а,- одноименные точки, 


г) Ро1псаге, Ра]. Кеп4., 1904, 
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Этот пример, равно как и следующий, показызает, что игориечти- 
руемая замкиугая нозерхяость может быть так расположена в нёориеи- 
тирусмом пространстве, что будет делить сго на пе отдельные изониро- 
ванные части; поверхность в этом пространстве будет „иметь две сто- 
розы“ — двустороннее расположение. Из определения диаграммы 
и теоргзмы Дена зытекает непосредственно, что хвустороинее расгоножение 
замкнутых инеорнентируемых поверхностей во всяком неориентярусмом 
пространстве может иметь место. Читатель без затруднений докажет 
также теорему, что во всяком неориентируемом замкнутом пространстве 
моно односторонне расположить орнентнруемую замкпутую поверх- 
НОСТЬ. 

В ориснтирусмом пространстве имеют место обратные обстоятель- 
ства, папример в проективном прострапстве проективная плоскость — 
неориентируемая поверхность — расположена олносторопие, п то время 
как всякая ориентлруемая поверхность двусторонняя. На таких сообра- 
жениях можно гостропть определение орнеитируемости поверхности, так 
как имсст место и обратное утверждение — низ двустороннего разлюло- 
жения неориситируемой поверхности вытекает неориеитируемость того 
пространства, кула погружека позерхиость. Это опрехеление можно ин- 
дуктивно итериронать на мпогообразия высших измерений \) 

147. Дпаграмму можно получить, пользуясь нагример способом ре- 
шения задачи 141; так как пространство пеорлентируекое, то, преобразуя 


Рис. 75. 


кубоктаздо, получим неознентируемую поверхность рода 3 с кривыми, 
изображенными на рис. 75. Пространство, ограничиваемое ею, нужно 
представлять полученным из трехмерного куска {рис. 76), склзенного 
таким образом но двумерным кускам А, и А», чтобы контуры их имели 


1) Си. об этих вопросах работу В. А. Ефремовича. Маш, 2ейзсвг, 29, 
1928, стр. 59—59, 
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общими точками концы одноименных кривых 1, 2, 3, 4, Ббиб. Эта 
поверхность с кривыми еще не представляет диаграммы, потому что на 
ней расположены четыре кривых; из них нужно выбрать три и тогда 
получим диаграмму, изображенную на рис. 77. 


Рис. 77. Рис. 78. 


Наметим ход решения: кубоктаэдр, 
изображен на рис. 78; займе 
8 многогранников при углах 


из которого получена диаграмма, 
мся второй частью куба, она состоит из 
Хх, У, 2, БШ 9, №, $ (см. рис. 79). Эти 


Рис. 79. 


полиэдры, склеенные в две группы по дв 
и == =-9 =, образуют два тела 
вляющих вторую половину диаг раммы, 


ум общим вершинам 2 = у=и=5 
(рис, 80), после склеивания соста-, | 
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#5 ЦЕ 
Рис. 80. 


Из рассмотрения их вытскает, что в качестве кривых диаграммы можио 
взять три кривые, указанные на рис. 77. 

Разбираемое простраиство обладает рядом интересных свойств; сече- 
ние его по мериднану дает ‚проективную плоскость, которая будет не- 
ориентируемой повеохностью, двусторонне расположенной в /,. Во вся- 
кой окрестности поверхность делит А, на две части, не переходящие 
одна в другую при обходе поверхности; наоборот, экваторнальное сече- 
ние дает тор—ориентируе- = 
мую поверхвость, которая 23 
однако односторонне рас- 
положена в Л1,. Читателю 
пречлагается — проверить 
это. 

148. Двулистная форма 
будет как на рис. 81. Найти 
купюры  предоставлястся 
читателю. 

149. Ответ дан на 
ри, 82 (купюры не ума. Рис. 81. Рис. 82. 
запы). 

150. Наметнм ход доказательства гомеоморфизма первых двух про- 
странств. Для первого (рис. 315) мы знаем, что оно гомеоморфно трех- 
мерной сфере—<имметричному пространству с ограннченнем в виде сферы. 
Будем исходить из этого — раскленм пространство на две части /4.' и 4.", 
как это уже раньше практиковалось; затем возьмем М,’ и полвергием его 
преобразованиям рис. 83; сначала инвертируем, потом переходим. в дру- 


А 


Рис. 83 
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гой лист (это обозначено цифрой 2), при этом получится линия развет- 
вления 12; опять инвертируем и переходим в третий лист— при этом 
прибавляется новая линия разветвления 23; остается теперь прикленгь 
инвертированную оставшуюся часть исходного пространства Му”. 

Эта задача представляег простейший пример, показывающий, что раз- 
ным римановым пространствам может быть сопоставлено одно гомеоморф- 
ное им пространство; если два пространства имеют одно риманово представ- 
ление, то пространства ‘гомеоморфны — обратное же утверждение, как 
мы видим, не имеет места, именно, если двум пространствам соответствуют 
два различные римановы представления, то отсюда еще не следует, что 
пространства негомеоморфны; таким образом тождественность римано- 
вого представления есть лишь достаточный, но не необходимый 
признак гомеоморфизма; аналогичное обстоятельство относится и к диа- 
грамме (см. задачу 133). 

151. Можно исходить из диаграмм; схематически это представляется 
серией преобразований диаграмм рис. 84. 


©8 


Рис. 84. 


= 


Если первой диаграмме соответствует символ (3, 2), то второй (3, — 1) 
и третьей (3, 1) (см. решение задачи 134). 

153. Воспользоваться тем, что в симметричной форме это пространство 
имеет ограничениями два коаксиальных тора. 

154. Воспользоваться тем, что схематически изображено на рис. 85. 


‚Рас, 85. 
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155. Укажем здесь только на вид одиого варнанта линий разветвле- 
ния |рис. 86). - 

156. Воспользоваться решением задач 142. 

157. Оба пространства представляюг разлнчные римановы формы ол- 
ного пространства, имеющего днаграмму рис. 87. 


ое 


/ 
4-9 


Рис. 86. Рис. 87. 


Интересно, что суммы перегибов у лент неравны; повидимому это 
можно объяснить отсутствием коммугатнености. Этот пример нитерссио 
сопоставить с ирнмером 138; там наоборот, для одного римавова пред- 
ставлоняя получились две днаграммы (7, 2) и (7, 3). 


ГЛАВА 1\. 


158—160. Решения предоставляются читателю. На рис. 88 изображена 
поверхность рода 2 и на ней гомологичная нулю, но не гомотопная нулю 
кривая; аналогичные свойства имеет 
крипая на неориентируемой поверхности 
рис. 165. Заметим, что комплексы рис. 351 
н 352 облацают несколькими интерсс- 
ными свойствами; например хотя они н 
не имеют сзободных ребер, тем ис мепее 
они нс делят Е, на изолированные 
части; отсюда мекцу прочим вытекает, 
чо они не содержат двумерных пик- 
лов !). 

160 615. Заметнм, что фундамен- 
тальная гриша октаэдрического про- 
странства имеет четыре произволяицих а, $, с, 4, связанных отношениямрР 


га 


абс — а4в — ас@ == ас =!. 


165. Однокервое число Бетти равно р в согласии с теоремой Алек- 
саилера, по которой г-мерное число Бетти комплекса А’ пространства 
М, равно {п —7— 1) -мериому числу Бетти доолнителыюй комнлексу К 


1) См. НорЕ & Раппу1 (1, 1. с.. Это пример стабильного Ип &тоззел ком- 
раекса ме тойько не циклического, но и нс содержащего циклов 
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области пространства ЛМ; (0 <г<п— 1); отсюда при г= и — 1 получаем 
теорему, содержащую п-мерную теорему Жордана как частный случай. 

166. 1) р, =0, р.=1; 2) рр =2, Ре =1. Примеры показывают, что 
теорема Пуанкаре, по которой у замкнутых ориентируемых трехмерных 
пространств одно- и двумерные числа Бетти равны, не распространяется 
на незамкнутые пространства. 

Тр р 0. Пример иллюстрирует эту теорему далее, что 
равенство чисел Бетти получается только у ориентируемых замкнутых 
пространств. Легко убедиться, что данное пространство представляет 
произведение проективной плоскости на окружность и потому неориен- 
тируемое (теорема Ефремовича). 

167 61$. рр =1; рр =р.=0; р =1; 
оно называется сферическим додекаэдрическим простран- 
ством; фундаментальная группа при соответствующем обозначении 
двух производящих элементов связана отношениями 


Па (©и), 
поэтому /М; не гомеоморфно /7,!). Если отождествление граней произ- 


т Зт 
вести не с поворотом на 5? ас вращением на ыы: то получим так на- 


зываемое гиперболическое додекаэдрическое пространство; в нем 
также р, = 0. 

168. 1) рр=р, =1, 2) рр =р.==3. Заметим, что первое предста- 
вляет произведение двумерной сферы на окружность, а второе — произ- 
ведение двумерного тора на окружность. 

Здесь уместно упомянуть, что топологическое произведение двух 11. 
представляет пример элементарно-связного четырехмерного комплекса, 
не гомеоморфного //,, так как двумерное число Бетти равно двум, а 
не нулю. 

170. Читатель без труда убедится, что это пространство не имеет 
вращения и числа Бетти у него, как у сферы. Установить, что оно не 
гомеоморфно сфере, можно, пользуясь например тем споеобом, который 
дан Пуанкаре *). Этот пример дан впервые Пуанкаре для иллюстрации 
того, что задание кручения и чисел связности недостаточно для построе- 
ния пространства; например существуют трехмерные пространства без 
кручения с числами Бетти, как у сферы, однако не гомеоморфные ей. 
Прибавим, что в общем случае добавление задания фундаментальной 
группы не исправляет этого положения, см. пример 175. 

171. Многообразие имеет одномерную циклическую группу кручения 
порядка А. 

172. При ф == сечение тора представляет после склеивания двумер- 
ный комплекс (не многообразие), который нам также уже встречался 
(см. стр. 69 и задача 173 55$), интересно отметить, что при трехмер- 
ном обобщении его в настоящем примере мы получаем уже не комплекс 
общего вида, а трехмерное многообразие. 


1) См. бе Мет{ & ТБег{а!1, 1. с., стр. 218. 
*) Ро: псаге, Ра|. Бепа, 1:04. См, Ктепез. с 
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173. р, ==рь==0; имеется два 1-мерных коэффициента кручения, рав- 
ных 2, и нет 2-мерного кручеивя. 

1736. Это непосредственно вытекает из того, что ориентируемую 
поверхность с характеристикой Л можно сечениями обратить в полигов 
с последовательностьо стороч 


=1 и = 21 
21 Сб 2 61 ба *---буьа {1) 
Заметим, что у иеориентируемой поверхности полигон будет иной 
Я = | = 
Са Саба ба 69 "буи Смаа: 

Предоставим читателю определить, какова будет характеристика сто- 
рои (1), но № иечетно (в этом случае № характеристикой пе будет, 
см. выше задачу 94). 

174. Следуя А. А. Маркову, иаметим слелующим образом хол по- 
строения фунламентальной группы: ограничимся диаграммой’ рис. 364; 
будем считать чертеж илоским; вместо сферы с ручками будем иметь 
плоскую область с тремя дырками. Из произвольной точкн области но- 
круг дырок проводим обходы — им соответствуют пронзволуищие элементы 
группы а, а; и а, каждой кривой дигграммы соответствует соотношение 
между производящими элементами. Для получения их надо леформировать 


гомотопно кривую в последовательность обходов; для данного случая 
нмеем три соотношення; 


—1 и И ЕВ 
а1а аа, ==а:а:а)` ау" — ааа а; 1 =1, 


нми фундаментальная группа определена вполне. 

Пространство, заданное диаграммой рис. 365, гомсоморфио сфере, 
поэтому оно имеет единичную фундаментальгую группу; читатель без 
труда убедится в этом при иостроении ее (см. задачу 135). 

175. Укажем, что этот негомеоморфизм усгановил Александер *. 

176. Фундаментальная группа будет иметь три производящих элемента, 
связанных соотношеннями; 


а = = а ре 
аа, а, =—а:а; а ‘==а3а, ‘ау '=1. 


177. Фупдаментальная группа имеет один производящий элемеит” 
циклическая и порядка р; не зависит от 4. 

Когда р==2, получаем проективное пространство. Бипирамидальное 
простразство (Мизептацт по ЗеИегРу) вполне определяется заданием чи- 
сел рии 4; нетрудно ноказать, что всякое такое пространство имеет 
диаграмму рода единица, так как цилиндр, имеющий осью ось бипира- 
милы, как раз дает требуемое диаграммой разбиснне. 

178. Если из полюса (0,0,0,1) стереографически отобразить иа экза- 
тор #=0 разбивающую поверхность тора преобразованием 


1 1 1 
[3 — - А 
ь и 


1) А] ехапаег. №\е оп 45/0 Шгее Чнпеллола тапо$ НН Ше запе 
&гоцр. Тгапз. Ат. Май. 5ос. 20, 1919, 339—342. 
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где & — декартовы координаты точек экватора, то поверхность спроек- 
тируется в виде тора с осью вращения Ч 5; один тор разбиения имеет 
линией центров меридианов единичную окружность плоскости ОЕ, 
другой — ось О. 

Интересно, что поверхность разбиения можно конгруэнтно в трехмер- 
ной сфере переместить до нового совмещения с собой, так что на ней 
окружности широт поменяются местами с меридианами. 

184. Ответ дан на рис. 39. 


Рис. 89. 


187. Напомним, что характеристика пространства 


к +1 
= У (—0 9, 


Е—0 


Можно воспользоваться теоремой Эйлера и способом построения про- 
ективного пространства из сферы отождествлением диаметрально распо- 


‘ложенных точек. 


При четном числе измерений М == —2; №" =—1; при нечетном — 
АЕ: АЕ 

188—190. Сначала необходимо убедиться, что элементы (пары точек, 
вектора или прямые) действительно составляют многообразие, а затем 
устанавливать гомеоморфизм. 

189. Применяя здесь термин фазового пространства, задачу можно 
переформулировать так: доказать, что многообразие состояний движения 
точки по прямой гомеоморфно плоскости без прямой. 

Состояние движущейся точки можно определить ее положением и 
вектором скорости; я-мерное многообразие, точки которого тополо- 
гически изображают состояние движения, называется фазовым про- 
странством 1). 


1) В1гКВо {Е Оупаписа! бу$етз, Мем.-Уотк, 1927. 
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Нетрулно показать, что фазовое пространство точки, движущейся 
с постоянной скорослыо по позерхностия тора, будет проектнвное про- 
странство; для точки на позезхности тора — тонологическое проязвеле- 
ние окружности на поверхность тора. 

193. Пространством будет симые- 
тричное трехмерное пространство вне 
цилиндра (произведение окружности 
па плоскость). 

194. Первое есть произведение ЕЁ; 
на //, второе — произзедеине Д., па 
проективную плоскость. 

195. Укажем, что прострачство бу- 
дет замкнуто и чегырехмерно. 

196. Пространство представляет про- 
нзведецне Е; и проективной плоскости 
н потому неорнентируемо (тесрема Еф- 
ремовича). 

198. Схема политопа (а. ==8; а, == 
== 24; а) =32; в, =16) изображена на 
рис. 90. < 

199. а=24; „2, =96; а, —96; 
а; — 24. 

204. Решенне предоставляется чи- 
татслю. Можно исходить из тетраэдра. 
Не представляет трулностей дать Я - мер- 
ное обобщение. Укажем, что деревья Гус. 90. 
рис. 372 и 373 непосредственно обоб- 
щазот пример» задачи 15, а рис. 374 и 375 — залачи 16, опи нрелставляют 
собою то, что можио назвать заузленными дерсвьями: нензотон- 
ныс В + мл- мерные комалексы без п-мерных циклов и без А - мер- 
ных (< и) негомологичных нулю циклов; перзый тип это амфихей- 
ральные заузленные деревья, второй — неамфихейраль- 
ные (Н. Н. Худеков). 

Наломинм, что А-мерным узлом в Я, (Е « п) называется А -мер- 
ный комплекс, принадлежащий Е»„, гомеоморфниый, но в Е» не изотопный 


Рис. 91. Рис. 92. 


сфере /1». В данном случае это поиятис применяется к комплексам, ис 
гомеоморфиым сферам, а потому получатся классы комплексов, обда- 
дающие свойствами узлов, но не имеющие естественных элементарных 
представителей, каковыми для обычных узлов являются сферы, Лейстии- 


=—=ч—Й—ФЩы. = . 
`- чин 


-—-- +—=<2>— -—ы„—. 
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тельно, для линейных комплексов в Е, простейшим примером будет ок- 
ружность с отрезком, в одном случае идущим от окружности к центру, 
в другом случае — от окружности наружу (рис. 91); для двумерных ком- 
плексов в Е, можно например взять области между двумя концентрич- 
ными окружностями, в одном случае имеющую отрезок, исходящий от 
внутренней окружности к центру, в другом — от внешней наружу (рис. 92); 
если взять й окружностей, то на плоскости можно очевидно сконструи- 
ровать совокупность из п неизотопных на Е, комплексов; в трехмерном 
случае примеры аналогичного характера можно дать не только на ком- 
плексы, но и на многообразия, например область Е, между сферой и 
внутри нее находящимся тором гомеоморфна области Е, между тором 
и внутри его находящейся сферой, но не изотопна ей в Е.;; если взять 
п поверхностей, можно построить совокупность из и неизотопных в ЕЁ; 
многообразий; каждый из п комплексов (или областей) может с одина- 
ковым правом быть назван простейшей формой, а остальные — заузлен- 
ными модификациями ее; этим расширяется содержание понятия об узле 
и заузлении. С другой стороны, кроме расширения понятия об узле на 
комплексы переносятся те свойства, которые характерны были только для 
линейных: узлов, в частности понятие амфихейральности можно ввести для 
п- мерных деревьев (я = 2). 
206. Ответом будут например системы в ВБ, (х, у, 2, В: 


п, и. ка п, и 
т а, 


Доказать, что они зацеплены. 

208. Построить можно так: возьмем в Е; любой одномерный узел К’; 
берем две точки в Е;‚, не принадлежащие взятому Е., из них описываем 
два конуса, опирающиеся на узел К\. Две полости их, расположенные от 
узла А, до вершин, составят вместе узел Аз. Доказать, что Ко гомео- 
морфно /1, но не изотопно Г в Е,. | 

210. Род поверхности можно найти общим способом по теореме 
Эйлера, далее следует проверить ориентацию. 

212. Постронть можно например так: возьмем в Е, любое заплетение 
двух окружностей К;; вращая К, с Е, около Е, не пересекающего Ау, 
в Е; получим требуемое К, как поверхность вращения (метод ториро- 
вания)- 

Читателю предоставляется доказать, что это будет заплетением '). 

213. Для построения можно применить метод торирования. 

215. Можно исходить из баромейских заплетений. 


1) См. Н. Н. Худеков, 1. с., и Аг т, 1. с. 
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ГЛАВА 1. 


1. Дан отрезок АВ. Проекция всей прямой АВ из центра проекцин 
$ иа плоскость проекции о есть некоторая прямая 5 плоскости АВ$. 
Рассмо:рение можио поэтому вести в плоскости 48$, которую и при- 


Рис. 1. 


мем за плоскость чертежа. Точка $ может быть конечной или бесконечно" 
удаленной, и в первом случае прямая $ может быть конечной изи бес- 
конечно удаленной; во втором случае прямая $ не может быть беско- 
нечио удаленной, так как в противном случае точка $ лежала бы ина 
плоскости <, что исключено (см. конец введения в главе 1). Таким 
образом подлежат рассмотрению три случая; $ и 5 конечны; $ конечна, $ 
бесконечно удалена; 5$ бесконечно удалена, 5 конечна. 

Предположим, что $ и $ конечны. Тогда возможны следующие слу- 
чаи (рис. 1): 

1. Точки пересечения А’, 0’ прямой $ с прямыми ЗА, 5В конечвы 
и расположены с той же стороны от точки $, что и точки А, В (рис. 1, а), 
или с прогивоноложной стороны. Проекцеей отрезка АВ будет отрезок А'В’. 

2. Точки А’, В’ конечны, по одна из них расположена по другую сто- 
ропу от точки $ в сравнении с соответствующим концом отрезка АВ 
(рис. 1, 2). Проекцией отрезка АР будет совокупность двух полупрямых, 
дополняющих отрезок А'В' до полной ирямой 5, включая бесконечно уда- 
ленную точку прямой $. 

3. Одна из точек А‘, В’ бесконечно удаленная (рис. 1,с). Проек- 
цией отрезка АВ будет полупряман, исходящая из той из точек А’, В", 
которая конечна. 


Геометрия, 9. 1. 12 
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Теперь предположим, что точка 5 конечна, а прямая $ бесконечно 
удалена. Тогда проекцией отрезка АВ будет совокупность бесконечно 
удаленных точек прямых, проходящих через точку $ и принадлежащих 
углу АЗВ и вертикальному с ним. Каждую из этих точек можно было 
бы конечно определить и всякой другой прямой, параллельной соответ- 
ствующей прямой угла АВ. 

Наконец предположим, что точка 5 бесконечно удаленная (рис. 1,4). 
Тогда прямая 5$ не только не может быть бесконечно удаленной, но и 
не может быть параллельной прямым $А, $58, так как она не должна 
проходить через точку 5. Проекцией отрезка АВ будет отрезок Д'В’. 

Итак, проекцией отрезка может быть либо отрезок, либо дополнение 
отрезка до полной прямой, либо полупрямая, либо совокупность беско- 
нечно ‘удаленных точек прямых, образующих пару вертикальных углов. 
Последние три совокупности точек необходимо также рассматривать как 
отрезки, если мы хотим, чтобы понятие отрезка стало проективным, т. е., 
чтобы проекцией отрезка всегда был отрезок. Отрезок в старом смыслё 
слова можно тогда для отличия назвать конечным отрезком. Нетрудно 
убедиться, что при расширенном понимании отрезка это понятие дей- 
ствительно проективно. Для этого надо дополнительно рассмотреть слу- 
чаи, когда отрезок АВ не конечный. Предоставляем это читателю. 


РР И р. - 
ы 222) 2 Г 
4 
с 


Рис. 2. 


2. Проекции А’В'С' треугольной области АВС при конечном центре 
проекции 5 и различных положениях конечной плоскости проекции с 
даны на рис. 2, а, 6, с, а, е. Для удобства перечисления условимся 
считать отрезки $А', 58', $С' положительными, если они имеют те же 
направления, что и отрезки ЗА, $В, $С соответственно, и отрицатель- 
ными — при противоположных направлениях. Тогда мы будем иметь: слу- 
чай а, когда отрезки 5А', 5В', $С' все одного знака; случай 6, когда 
два отрезка одного знака, а третий другого; случай с, когда один отре- 
зок бесконечно большой, а два другие одного знака; случай 4, когда 
один отрезок бесконечно большой, а два другие разных знаков; случай е, 
когда два отрезка бесконечно большие. В последнем случае область 
А'В’С’ есть то, что в элементарной геометрии называется углом или 
угловой областью. 

Если плоскостью проекции служит бесконечно удаленная ПЛОСКОСТЬ, 
то центр проекции должен быть конечным. В этом случае А’В’С’ есть 
совокупность бесконечно удаленных точек прямых, проходящих через точку 5 
и принадлежащих трехгранному углу $ (АВС) и симметричному с ним. 

Если центр проекции бесконечно удален, то плоскость проекции должна 
быть конечной. В этом случае А'В’С’ есть обыкновенная треугольная область. 
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Чтобы понятие треугольной области стало проективным, необходимо 
причислить к треугольным областям все полученные типы областей А'8'С". 
Предоставляем читателю проверить, что этого и достаточно для указан- 
ной цели. 

3. Две точки разбивают прямую на два отрезка. Три непересекаю- 
щиеся прямые разбивают плоскость на четыре треугольные области. Пер- 
вое утверждение достаточно очевндно. Второе можно проверить так: 
Предположим, что рассматриваемая плоскость конечная, а одна из рас- 
сматрнваемых трех прямых -— бесконечно удаленная. Тогда рассматривас- 
мые треугольные областн представляют собой с точки зрения элементар- 
ной геометрии угловые областн, на которые две остальные прямые 
разбивают плоскость, а таких областей четыре. Если же все рассмагри- 
ваемые прямые конечные, то всегда можно сизоектировать фнгуру так, 
чтобы проекхией одной из прямых была бесконечно удаленная прямая. 
В виду проективности нонятия треугольной области отсюда будет сле- 
довать, что число треугольных областей всегда равно четырем. Однако 
полезно разобрать все возможные раз- 
бисния на отдельных чертежах, 

4. Именно это и произойдет в слу- 
чае 2 (рис. 1,6), задачи 1. 

6. Если точки А, В лежат по раз- 
ные стороны от прямой &, то точка ие- 
ресечения С прямой АВ с прямой 4 
лежит между точками А, В. Если спроек- 
тнровать фигуру так, чтобы точка С’ 
оказалась не между точками А’, В’, то 
тем самым точки А’, В" окажутся лежа- Рис. 3. 
щими по одну сторону от прямой 4". 

6. На рис. 3 показано, как нужно взять плоскость проскини. На- 
правления вращения показаны овалами со стрелками. Если смотреть на 
точку В и ее проекцию В” из точки 5, то вращения вокруг этих точек 
покажутся пронсхолящими в одном направленни, так как вращаеюншеся 
прямые покрывают лруг лруга. То же самое имело бы место, если бы 
мы смотрели на точки Ди Д’ из точки 5'. Но ёсяи смотреть из точки $, 
то вращение будет казаться происходящим в том же направлении, как 
и при рассматривании из точки 5”, только вокруг А, но не вокруг А’, 
потому что 5 и 5’ лежат по одну сторону от плоскости а, но по разные 
стороны от плоскости в. 

7. Если точка С лежит между точками А и В, то это значит, 
что она иринадлежит конечному отрезку АВ, т. е., что точки А, В 
разделяют точки С, ДР, где ДР — бесколечио удаленная точка пря- 
ной АВ. 

Так как разбиение на отрезки, а тем самым и свойства разделения, 
проективны, то взаимность свойств разделения достаточно проверить 
для случая, когда точки А, В, С, О конечные, так как этого всегда 
можно достнгнуть путем проекции, если даже одна из вих бесконечно 
удаленная. Но в этом случае требуемое свойство становится наглядно 
ясным. 

8. Если точки А, В лежат по разные стороны от прямой 4, то это 

* 
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значит, что точки А, В разделяют прямую @& и бесконечно удаленную 
прямую плоскости. 

9. Для доказательства достаточно сделать чертеж и представить себе 
указанные в теореме движения. Если прямые вращаются вокруг непод- 
вижных точек А, В в одинаковом направлении, т. е. обе по часовой 
стрелке или обе против часовой стрелки, то точки пересечения этих 
прямых с неподвижной прямой 4 описывают эту прямую в противо- 
положных направлениях, если эта прямая пересекает конечный отрезок АВ, 
и в одинаковых направлениях, если она пересекает бесконечный отрезок 
АВ, не исключая и того случая, когда пересечение имеет место в бес- 
конечно удаленной точке, т. е. когда прямая 4 параллельна прямой АВ. 
Если же одно из вращений происходит по часовой стрелке, а другое — 
против часовой стрелки, то соответствующие движения по прямой 4 
происходят в противоположных направлениях, когла эта прямая пересе- 
кает бесконечный отрезок АВ, и в одинаковых направлениях, когда она 
пересекает конечный отрезок АВ. 
В обоих случаях одинаковость 
или неодинаковость направлений 
движения зависит от того, кото- 
рый из двух отрезков АВ’ пересе- 
кает прямая 4, что и доказывает 
теорему. 

Теорема не может быть обоб- 
щена на случай бесконечно уда- 
ленных точек и прямых, пока не 
определено, что понимать под 
вращением в определенном напра- 
влении прямой вокруг бесконечно 
удаленной точки и под движением 
в определенном направлении точки 
по бесконечно удаленной прямой. 

Спроектируем вращение прямой вокруг точки А в плоскости & из 
точки 5 на плоскость с, параллельную прямой $5А (рис. 4). Тогда 
точка А спроектируется в бесконечно удаленную точку и при вращении 
прямой вокруг точки А ее проекция будет перемещаться параллельно 
самой себе. При этом если данная прямая вращается вокруг точки А в 
определенном направлении, то точка пересечения ее М с линией пересе- 
чения а плоскостей а и с будет описывать эту линию также в опреде- 
ленном направлении. Но данная прямая и ее проекция пересекают пря- 
мую а в одной и той же точке М. Поэтому проекция данной прямой 
Фудет перемещаться параллельно самой себе так, что точка пересечения 
№ с секущей а будет описывать эту секущую в определенном направле- 
нии. То же самое будет и при замене секущей а какой угодно другой 
секущей. Поэтому при проективном обобщении понятия вращения пря- 
мой вокруг точки, под вращением конечной прямой вокруг бесконечно 
удаленной точки в определенном направлении следует понимать пере- 
мещение этой прямой в определенной плоскости параллельно самой 
себе, при котором точка пересечения ее с любой секущей описывает 
эту секущую в определенном направлении. 


Рис. 4. 
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Заменяя конечную плоскость проекции о бесконечно удаленной ило- 
скостью, увидим, что под вращением бесконечно удаленной прямой 
вокруг бесконечно удаленной точки слелует понимать перемещение беско- 
нечно удалеппой прямой копечпой плоскости при вращении этой пло- 
скости вокруг конечной прямой в определенном направлении. Накопец, 
проектируя копечную прямую ка бесконечно удалеиную плоскость, уви- 
дим, что под движением бесконечно удаленной точки по бесконечно 
удаленной прямой в определенном направления следует попимать переме- 
щение бесконечно удаленной точки конечной прямой при вращении этой 
прямой вокруг конечиой точки в определенном направления. 

Нетрудно теперь убедиться путем разбора всех возможиых случаев, что 
обобщенные таким образом понятня вращения прямой вокругточки и лвиже- 
ния точки по прямой в определенном направлении проективны, т. е. опре- 
деленному направлению врашения или движения в заданной фигуре всегля 
соответствует определенное направление вращення и движения в проекции. 
После этого легко обобщить до- 
казанную теорему о точках А, В 
и прямой 4 на случай, когда 
среди этих элементов имеются 
бесконечно удаленные, так как 
всегда можно спроектировать 
фигуру так, чтобы все эти эле- 
менты стали конечными. 

Предоставляем читателю фак- 
тическн провести все те рассу- 
ждения, которые нами только на- 
мечены. 

Остается объясиить парадок- 
сальный на первый взгляд резуль- 
тат задачи 6. Дело в том, что Рис. 5. 
одинаковость нанравлений воа- 
щення двух прямых данной конечной плоскости вокруг данных конечных 
точек А, В равносильна одинаковости направлений движения точек пере- 
сечения этях прямых с любой прямой &, пересекающей бесконечный 
отрезок АА. Всякая проекция, при которой бесконечный отрззок АБ 
перейдет в конечный отрезок А'В', что и имеет место на чертеже за- 
дачи 6, превратит одинаковые направлення вращения вокруг точек А, 8 
в противоположные направления враюшения вокруг точек А’, В’. 

10. Пусть А — неподвижная и М — переменная. точка кривой на 
плоскости а, АМ — переменная секущая, а-— касательная в точке А. 
Если центр проекцим $ и нлоскость проекции в конечны, то возможны 
три случая: 

1. Плоскость з (рис. 5) пересекает проектирующую прямую $А и 
касательную @ в конечных точках А’, В. Когда точка М достаточно 
близка к точке А, то плоскость с пересекает и секущую АЛ! в конеч- 
ной точке А Через точку В проходит и проекция о’ касательной а, а 
через точку А проходит и проекцня А’М’ секушей АЛИ. А’ есть в 
то же время секущая проекции данной кривой. Докажем, что а’ есть 
касательная к проекции данной кривой в точке А'. Действителыю, когда 
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угол МАВ стремится к нулю, то отрезок №8 также стремится к нулю, 
— —— —— 
так как В : $1 МАВ = АВ: зт АМВ > АВ: эт МВА; поэтому и угол МА'В 


—— —ющ— —\м— 
стремится к нулю, так как $ МА'В: МВ = зи А'’МВ: А'В —> зт МВА': А’В; 
следовательно прямая а’ есть касательная к проекции. 

2. Плоскость в (рис. 6) параллельна прямой 5А, но пересекает 
прямую а в конечной точке. Точка Д' — бесконечно удаленная, а проек- 
ции прямых АМ и а суть прямые, параллельные $А и пересекающиеся 
с АМ и а соответственно в точках № В линии пересечения плоско- 
стей &а, в. Когда угол М№МАВ стремится к нулю, то и отрезок №В стре- 
мится к нулю, а потому и расстояние точки Л от прямой а’ стре- 
мится к нулю. Следовательно прямая а’ есть асимптота проекции, 

3. Плоскость с параллельна прямым $А иа и следовательно пло- 
скости, определяемой этими прямыми. Но эта плоскость есть проекти- 
рующая плоскость прямой а. Сле- 
довательно проекция прямой а есть 
бесконечно удаленная прямая. 

Если точка $ — бесконечно Гуда- 
ленная, то проекцией касательной бу- 
дет касательная; если плоскость в — 
бесконечно удаленная, то проекцией 
всякой прямой будет бесконечно уда- 
ленная прямая. 

11. Заметим предварительно, что 
коническую поверхность не’ следует 
смешивать с боковой поверхностью 
конуса. Боковую поверхность конуса 
образуют конечные отрезки прямых, 
соединяющие вершину с точками 

` направляющей. Коническую же по- 
Рис. 6. верхность образуют эти прямые пол- 
ностью. 

Теперь, всякая плоскость в, не проходящая через вершину $, парал- 
лельна некоторой плоскости с’, проходящей через вершину 5. Плоскость с’ 
пересекает плоскость и направляющей окружности по прямой а, конечной 
или бесконечно удаленной. Каждой общей точке А прямой а и окруж- 
ности соответствует образующая 5 конической поверхности, лежа- 
щая в плоскости с’, и обратно. Каждую такую образующую пло- 
скость с пересекает в бесконечно удаленной точке, а все остальные об- 
разующие в конечных точках. Известно, что число общих точек А ок- 
ружности с прямой а может равняться только 0, 1 (случай касания) и 2. 
Таково же будет и число образующих $А, пересекаемых плоскостью в 
в бесконечно удаленных точках. Все прочие образующие пересекаются 
плоскостью в в конечных точках. Таким образом доказано первое утвер- 
ждение задачи. 

Бесконечно удаленные точки кривой 2-го порядка суть точки пересе- 
чения плоскости с с прямыми $А, т. е. проекции точек А из точки $ 
на плоскость с. Если кривая 2-го порядка есть эллипс, то точек А не 
имеется, нет и бесконечно удаленных точек. В случае параболы имеется 
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олна точка А и тем самым одиа бесконечно удаленная точка. В этом 
случае прямая а есть касательная к окружности в точке А. Проекция 
прямой а есть бэсконечно удаленная прямая, так как плоскость с', иро- 
ектирующая ее, параллельна плоскости проекции <. Эту бесконечно уда- 
ленную. прямую и следует рассматривать как касательпую к параболе 
в ее бесконечно удаленной точке. Если кривая 2-го порядка есть гипер- 
бола, то имеегся две точки А и следовательно две бесконечно удалей- 
ные точки. В этом случае прямые а пересекают плоскость о’ и следова- 
тедьно ие параллельны и плоскости о. Поэгому мы нмеем случай рис. 6 
предыдущей залачи, н нроекции прямых @ суть асимптоты гиперболы. 
На остальные вопросы даст ‘ответ рис. 7. 

12. Свойства внутренней и внешней области проективны по своему 
характеру и имеют место для круга. Следовательно они имеют место и 
пля проекции круга, т. е. для кривой 2-го порядка. Для эллипса беско- 
нечно удаленная нрямая есть внешняя прямая ках проекция поямой, 
внешней для круга; следователь!о, все бесконечно удаленные тбчки — 
внешние для эллипса. Пля параболы бесконечно удаленная прямая есть 


рис. 7. ; 


касательная; следовательно все бесконечно удаленные точки внешнне, 
кроме одной, лежащей на параболе. Для гиперболы бесконечно удален- 
ная прямая есть секущая; следовательно один из отрезков бесконечно 
удаленной прямой, соединяющих бесконечно удаленные точки гиперболы, 
состонт из внутреннах точек, а лругой из внешиих. Асимитоты гипер- 
болы, как касателыших к пей, лежат во внешней области, кроме точек 
касания, лежащих на самой гиперболе; во всяком случае все конечные 
точки асимитот — внешние. Конечный отрезок, соеднеяющий две конеч- 
ные точки эллипса или параболы, лежит внутри кривой, так как допол- 
нительный бесконечный отрезок содержит бесконечно удаленную точку 
и поэтому не может лежать внутри кривой. В случае гиперболы этот 
отрезок может лежать и внутри и вне кривой. Действительно, бесконечно 
улалениая прямая делит гиперболу на две дуги — ветви. Прямая, соедн- 
някицая две точки одной ветва, пересекает бесконечно улаленную пря- 
мую во внешней точке; конечный отрезок этой прямой — внутренний. На- 
против, прямая, соединяющая точки разных ветвей, пересекает бесконечно 
упаленную прямую во внутренней точке; следовательно, конечный отре- 
зок такой прямой — внешний. 

13. Сначала спроектируем все точки на прямую, пересекающую пря- 
мую АВ в точке С (рис. 8). Из подобия треугольников видим тогда, 
что точки 4’, В’ делят отрезок С’'О’ соответственно в отношениях 
СА:0’$, СВ:0'$, равенство которых следует из условия СВ, 
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притом одна внутренним, другая внешним образом. Заметим, что мы 
имеем здесь то самое построение, которое применяется в элементарной 
геометрии для деления отрезка в данном отношении. 

Если бы за ось проекции была принята прямая $’, пересекающая 
прямую АВ не в точке С, то проведя параллельную ей прямую $ через 
точку С, мы убедились бы в спра- 
ведливости теоремы и для этого случая, 
в виду пропорциональности соответ- 
ствующих отрезков на прямых $, $. 

14. Чтобы убедиться в проектив- 


Рис. 8. 


ном характере свойства гармонической сопряженности, нужно доказать 
следующую теорему: если точки А, В гармонически сопряжены относи- 
тельно точек С, О, и точки А’, В', С’, О’ суть проекции точек А, В, 
С,О, то точки А', В" гармонически сопряжены относительно точек С", О’. 
Эта теорема уже доказана в решении предыдущей задачи для того 
случая, когда точка Д бесконечно удаленная, а точка ДО’ конечная. . 
Если точки О, О’ обе бесконечно удаленные, то теорема сводится к 
следующей (рис. 9): симметричность точек 4, В относительно точки С 


Вис. 10. Рис. Ш. 


сохраняется и в проекции, если ось проекции параллельна прямой ДВ; 
доказательство вытекает из пропорции А’С’: С'В' = АС: СВ. 

Если точка Ш) — конечная, а точка О’ — бесконечно Удаленная, то 
теорема легко доказывается от противного (рис. 10). В самом деле 
если не точка В", а какая-нибудь другая точка Е’ симметрична с точ- 
кой А’ относительно точки С’, то не точка В, а некоторая другая 
точка Е делит отрезок СБ в том же отношении, что и точка А, что 
противоречит условию теоремы. 
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Наконец случай, когла точки ПО, 0’ обе конечные, легко сводится 
к предыдущим (рис. 11). Действительно, если АД”, В", С" — точки пе- 
ресечения какой-нибудь нрямой, параллельной прямой $0, с прямыми 
$5$А, $В, $С, то, рассматривая их как проекции точек 4, В, С, и бе- 
сконечно удаленную точку О” той же прямой как проекцию точки О, 
находим по только что доказаниому, что точки А”, В" симметричны 
отпосительно точки С”. После этого, рассматривая точки А’, В’, С’, О’ 
как проекции точек А", В", С", О", находнм по теореме предыдущей 
задачи, что точки 4’, В' гармоннчески сопряжены относительно точек 
сы. 

Случай, когла $ — бесконечно улаленная точка, прекоставляем чита- 
телю. 

Для доказательства взаимчостн свойств, гармонической сопряженностн 
одной пары точек относительно другой, проще всего воспользоваться 
методом проекций, своля общий слу- 
чай к частному, когда одна из четырех $ 
точек бесконечно удаленная. Предпо- ‘Ш 
ложим, что точки А, В гармонически 
сопряжены относительно точек С, Ди 
пусть булут (рис. 12) а, 6, с, 4 пря- 
мые, проектирующие точки А, В, С, О 
из центра 5. Если за ось проекции при- 
мем нрямую нграллельпую прямой @, то 
в проекции точка Л’ будет бесконечно 
удаленная, и точка С’ будет серединой 
отрезка А’'В’'. Если же за ось проск- 
цин примем прямую, параллельную пря- 
мой а, то в проекции точка А” будет 
бесконечно удаленной, и легко убе- 
диться, проведя эту прямую черзз точку Рис. 12. 

В’(В"), что точка В” будет серединой 
отрезка С” О". Действителью, отрезки С"В”, В"О" оба равны отрезку 
А'$. Но отсюда следует, что точки С, Р гармонически сопряжены отно- 
сительно точек А, В, чго и доказызает взаимность. ` 

15. Определение гармонической сопряженности двух пар прямых в 
пучке было бы противоречиво, если бы был возможен случай, когда 
одна прямая пересекает лве пары прямых пучка в сопряженных парах 
точек, а другая в несопряженных. Но это невозможно в виду проектив- 
постн свойства гармонической сопряженпости двух нар точек. 

Велн прямые а, 2 гармонически сопряжены с прямыми с, @ н пря- 
мая 4 бесконечно удаленная, то прямые а, 6, с параллельны и прямая с 
равноудалена от прямых а, 2. 

16. На рис. 13,а) представлен полный четырехсторонник со сторо- 
нами а, 6, с, 4, парамн противоположных вершин ЕР, СЫ, КЕ, днаго- 
налями р, 4, Г н диагональными точками Р, ©, Ю. Чтобы доказать на- 
пример, что пара вершин АД и пара диагональных точек Р@ гармони- 
чески сопряжены, спроектируем фнгуру так, чтобы прямая р или 4 
спросктнровалась в бесконечность. На рис. 13,6) показана такая про- 
секция, причем все точки н прямые обозначены теми же букзами, что н 
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в исходной фигуре. В бесконечность спроектирована прямая р. Поэтому 
точки Е, Е, © бесконечно удаленные, и четырехугольник СНКГ. есть 
параллелограмм. Точка Р как точка пересечения диагоналей параллелог- 
рамма делит диагональ АТ. пополам, и следовательно гармонически со- 
пряжена с бесконечно удаленной точкой О прямой КЕ относительно 
точек А, Г. В силу проективности гармонической сопряженности, то же 
самое имеет место в исходной фигуре, что и требовалось доказать. 


Рис. 13 


17. Для доказательства достаточно спроектировать одну из диагона- 
лей, о которых говорится в условии теоремы, в бесконечность. Читатель 
слелает два чертежа, как в предыдущей задаче. Впрочем в первом из 
этих чертежей легко найти полный четырехсторонник, позволяющий вы- 
вести теорему из результата предыдущей задачи, не обращаясь к ме- 
тоду проекций. 

18. Построение можно вести например 
так: проводим через точку С (рис. 14) про- 
извольную прямую, отличную от прямой АВ, 
и отмечаем на этой прямой две произволь- 
ные точки Н, К, отличные от С и друг от 
друга; проводим прямые АН и ВК до пере- 
сечения в точке Г, и прямые АК и ВН до 
пересечения в точке /М; прямая [/М пересе- 
чет прямую АВ в искомой точке О. Дей- 
ствительно, прямые АН, АК, ВН, ВК можно 
рассматривать как стороны полного четырех- 
сторонника, в котором А, В — вершины, а 
С, 2 — диагональные точки диагонали АВ. | 

19. Построение можно вести аналогично предыдущему: берем 
на прямой с (рис. 15) произвольную точку, отличную от точки 
аб (т. е. от точки пересечения: прямых а и В), и проводим че- 
рез эту точку две произвольные прямые й, К, отличные от си друг 
от друга; соединяем точки ай и 6ЁЕ прямой [ и точки аЁ и 6Ё пря- 
мой 21; прямая, соединяющая точку йа с точкой аб, и есть искомая 
прямая 4. 
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Для доказательства служит полный четызехугольник с вершинами 
@Ё, ак, В, 6Е. 

20. Из простейших теорем элементарной геометрии найдем: поляра 
бесконечно удаленной точки относительно окружиостн есть днаметр, 
периендикулярный к прямым, проходящим через эту бесконечно удален- 
ную точку; поляра центра есть бесконечно удаленная прямая; поляра 
точки, лежащей на окружности, есть касательная в этой точке. 

21. Если $ —точка шара, принятая за 
пентр стереографической проекцик, то за 
плоскость проекцин можно, как известно, 
принять любую плоскость, параллельную 
касательной плоскости в’ в точке $ (на 
рис. 16 за’ плоскость проекцни принята 
касательная плоскость с в днаметрально 
противоположной точке 5’). Пусть будет 
К круг, лежащий на шаре, х — плоскость 
этого круга, А’— его проекция. Прямая 
плоскости о, проекция которой есть бес- 
консчио удаленная прямая, есть очевидно Рис. 15. 
линия пересечения а плоскости а с пло- 
скостью а’. Если теперь предположим заданными круг К и прямую @а 
в плоскости а, внешнюю но отношению к кругу, то остальные части 
фигуры можно построить: проводим через круг К какой-нибудь шар; 
так как прямая а не имест общих точек с кругом, то она не может 
иметь общих точек н с шаром, и следовательно через нее можно про- 
вести плоскость 5’, касательную к шару: приняв точку касания 5’ за 
центр проекции и какую-нибудь плоскость <, параллельную илоскости 5, 
за нлоскость проекции, мы н по- 
лучим в качестве проекция круга А 
другой круг К", а в качестве прс- 
екцин прямой а — бесконечно уда- 
ленную прямую плоскости з. 

22. Предположим, что мы 
спроектировали круг или пругую 
кривую 2-го порядка А’ так, что 
в проекции получился круг К’, и 
пусть точка А спроектировалась 

Е при этом в точку А’. Еслн мы 

Рис. 16. докажем, что поляра точки А’ 

отпоснтельно круга А” есть пря- 

мая, то тем самым будет доказано, что и поляра точки А относительно 

кривой К есть прямая; это видио из того, что прямые, касательные к 

кривым, и тармонически сопряженные нары точек остаются таковыми и 
в проекции. 

Предположим, что кривая К’ сесть круг. Тогда возможны трн случая: 

1. Точка А — внешняя. Провеля через точку А какую-нибудь внеш- 
нюю прямую, сироектируем фигуру так, чтобы в проекцин получить 
круг А’ и бесконечно удаленную прямую, что возможно на основании 
предыдущей задачи. Проекцкей точкя А будет тогда бесконечио удален- 


всегда спроектировать так, чтобы круг А’ остался 
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ная точка А’. Так как поляра точки А’ относительно круга К’ есть 
прямая (диаметр), как показано в задаче 20, то поляра точки АД отно- 
сительно круга К есть также прямая (секущая). Если точка А сама 
бесконечно удаленная, то проекция не нужна. 

2. Точка А лежит на круге К. На основании задачи 20 поляра 
точки А есть касательная в точке А. 

3. Точка А — внутренняя (рис. 17). Мы можем предполагать точку А 
отличной от центра круга О, так как случай совпадения точки А с центром 
уже рассмотрен в задаче 20. Проведем через 
точку А две секущие — диаметр ОА и перпен- 
дикулярную секущую р. Затем найдем точки В 
и С, гармонически сопряженные с точкой А 
относительно точек пересечения Е, Ри (0 Н 
секущих ОА и р с кругом К. Точка В есть 
внешняя конечная точка диаметра ОД, а точка С 
есть бесконечно удаленная точка секущей р, 
перпендикулярной к нему. Поэтому прямая 

р а ВС==а перпендикулярна к диаметру ОА во 

Рис: 17. внешней точке его и следовательно не имеет 

общих точек с кругом К. Спроектируем фигуру 

так, чтобы круг Ки конечная прямая а превратились в круг А” и бес- 

конечно удаленную прямую (рис. 18). Проекции В', С’ точек В, С будут 

бесконечно удаленными точками, и следовательно проекция А’ точки А 

будет делить пополам отрезки Е*Р", @’Н' секущих А'В', А’С' внутри круга К". 

Отсюда легко видеть, что точка А’ есть центр круга А”. Действительно, 

так как отрезки Е’ЁР’, С’Н’ взаимно делятся пополам, то четырехуголь- 

ник ЕС’, Р/Н' есть параллелограмм; но параллелограмм, вписанный в круг 

есть прямоугольник, центр которого совпадает 
с центром круга. 

Итак, круг К и внутреннюю точку А можно 


кругом, а точка А стала центром этого круга. 
Но поляра центра есть прямая (бесконечно 
удаленная), как показано в задаче 20. Следо- 
вательно поляра всякой внутренней точки есть 
прямая (внешняя). 

Таким образом теорема доказана для круга К Рис. 18. 
при любом положении точки А. Тем самым тео- 
рема доказана и для любой кривой 2-го порядка, так как всякая кри- 
вая 2-го порядка есть проекция круга. 

23. Данную кривую 2-го порядка и данную прямую, не касательную 
к ней, с помощью двух проекций всегда можно заменить либо кругом и 
бесконечно удаленной прямой (если прямая внешняя), либо кругом и 
диаметром (если прямая секущая). 

В обоих случаях прямая теорема легко проверяется. Полюс беско- 
нечно удаленной прямой есть центр, а поляра бесконечно удаленной 
точки есть диаметр, все же диаметры проходят через центр. Точно также 
поляры всех точек диаметра, как легко убедиться на основании симмет- 
рии круга, перпендикулярны к диаметру и следовательно проходят че- 
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рез его бесконечно удаленный полюс. Если прямая касательна к кри- 
пой 2-го порядка, то прямая теорема легко проверястся непосредственно. 
Действительно, полюс касательной есть точка касания, а поляра всякой 
другой точки касатезьзой соединяет эту точку касания с точкой каса- 
ния второй касательной, проходящей через ту же точку. Так же можно 
проверить в обратную теорему. ; 

24. Препложениая теорема есть другая форма теоремы предзздущей 
задачи. 

25. Пусть будст Р-—-точка пересечения прямых а, $ и р— прямая, 
соельняющая их полюсы 4, В. Так как точка Р лежит на прямых а, 6, 
то ее поляра проходит через нх полюсы А, В и следовательно совна- 
дает с прямой р, что и требовалось доказать, 

26. Пусть будут А, В, С, О вершины полного четырсхугольника н 
а, 6, с, 4— их поляры. Если бы три из прямых а, 6, с, 4, например 
прямые а, 6, © прохощили через опну точку, то, па основании задачи 
23, соответствующие вершины А, В, С четырехугольника лежали бы на 
поляре этой точки, что противоречит опре- 
делению четырсхугольинка. Поэтому прямые 
а, 6, с, @ суть стороны полного четырех- 
стороинека. Ма основании предыдущей за- 
дачн полюсами сторон 48, СО, АС, ВР 
АР, ВС четырсхугольника. бухут вершины 
аб, са, ас, 64, а4, &с четырехсторонинка. 

27. Две пары гармонически сопряженных 
точек можно рассматривать как пару вершии 
и пару диагональных точек некоторого че- 
тырехсгоронника, лежащих на одной диз- 
гоналн. Поэтому ноляры этих точех предста- 
вляют собой пару сторон и пару днагона- 
лей некоторого четырехугольннка, прохоля- 
щне через олну диагональную точку, что и 
доказывает теорему’. 

28. Например диагональ НК (рис. 19) есть поляра дизгональной 
точки Ё, так как онл пересекает сскущую ЁВА в точке М, гармонически 
сопряженной с точкой Ё относительно точек А, В, и секущую ГСО в 
точке №, гармонически сопряженной с точкой Ё относительно точек С, Б. 
Так же доказывастся, что АЁ есть поляра Н и ЕЁ есть поляра К, так 
что всякая сторона диагонального треугольника есть поляра противопо- 
ложной вершины (автополярный треугольник). 

29. Построение поляры данной точки, не лежащей па кривой, ясно 
из рис. 19: чтобы построить поляру точки Ё, проводим через нее двс 
произвольные секущие СВА, ЕСО, затеы проводим остальные сто- 
роны АС, ВБ, АО, ВС четырехугольинка АВС, и наконец проводим 
сго диагональ НК, которая и будет искомой полярой. Если дана внен- 
няя точка Р, то се поляра р есть сскущая; постронв ее по предылущему, 
соединяем точки перссечения ее с кривой (, У (рис. 20) с точкой Р; 
прямые РУ, РИ суть касательные к кривой из точки Р. Чтобы по- 
стронть полюс данной прямой, достаточно построить поляры двух ее то- 
чек, точка пересечения которых и будет нскомым полюсом. Чтобы по- 
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строить касательную в данной точке кривой, нужно соединить эту точку 
с полюсом какой-нибудь секущей, проведенной через нее. 

30. Доказательства всех предложенных теорем непосредственно вы- 
текают из предыдущего. | 

31. Секущие, проходящие через бесконечно удаленную точку Р, не 
лежащую на кривой, суть параллельные прямые, каждая из которых пе- 
ресекает кривую в двух конечных точках М, № (рис. 21). Точка ©, гар- 
монически сопряженная с точкой Р относительно точек М, №, делит 
хорду ММ пополам. Мы видим, что диаметр, сопряженный с хордами 
ММ данного направления Р, есть прямая р, всякая точка которой есть 
либо середина одной из этих хорд, либо точка пересечения касательных 
в концах одной из этих хорд, либо и то и другое вместе. Также убеж- 
даемся, что центр есть точка, делящая пополам всякую хорду, прохо- 
дящую через нее, и что касательные в концах такой хорды параллельны. 

Так как по определению полюс бесконечно удаленной прямой на- 
зывается центром лишь в том случае, когда эта прямая не касается кри- 


Рис. 20. Рис. 21. 


вой, то центр имеют только эллипс и гипербола (если бы этого огра- 
ничения не было, то и парабола имела бы центр, и центром параболы 
пришлось бы считать ее бесконечно удаленную точку). 

Все диаметры эллипса или гиперболы проходят через центр, так как 
поляры бесконечно удаленных точек должны проходить через полюс бе- 
еконечно удаленной прямой, на основании задачи 23 (диаметры пара- 
болы параллельны, так как для нее полюс бесконечно удаленной прямой 
есть ее бесконечно удаленная точка). 

Диаметры эллипса и гиперболы попарно сопряжены, так как вообще 
прямые, проходящие через точку, не лежащую на кривой, попарно со- 
пряжены, за исключением касательных, проходящих через эту точку, ко- 
торые сопряжены сами с собой (в случае эллипса таких касательных нет, 
так как центр эллипса есть внутренняя точка, а в случае гиперболы эти 
касательные суть асимптоты, но они не являются диаметрами, так как они 
суть поляры точек, хотя и бесконечно удаленных, но лежащих на самой 
кривой). В случае параболы никакие два диаметра не сопряжены между 
собой, так как прямые, сопряженные с диаметром параболы, не прохо- 
дят через ее бесконечно удаленную точку, за исключением бесконечно 
удаленной прямой, которая также не является диаметром. 

Всякий диаметр эллипса пересекает его в двух конечных точках как 
поляра внешней бесконечно удаленной точки. Диаметры гиперболы суть 
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частью поляры внешних бесконечно удаленных точек, частью поляры 
внутренних бесконсчно удаленных точек; первые пересекают гиперболу в 
двух конечных точках, вторые не имеют с гнперболой общих точек. 
Легко убедиться, путем проектирования гиперболы в круг, что диаметры 
кажлого рода заполняют одну из двух пар вертикальных углов между 
асимптотами. Всякий диаметр параболы пересекает ее в одной конечной 
точке; вторая точка пересечения есть бесконечно удаленная точка параболы. 

32. Стороны угла, вписанного в круг и опирающегося на дизметр, 
взаимно перпендикулярны. Это сеойство само по себе непроективно, но 
ему можно придать проективную форму, замечая, что бескопечно удален- 
ные точки взаимно перпендикуляриых прямых сопряжены относительно 
круга. Например можно высказать это свойство в следующей форме: 
если одна из сторои треугольника, вписапного в круг, проходит через 
полюс бесконечно удаленной прямой, то две другие стороны пересекают 
бесконечно удалеиную прямую в сопряженных точках. Проективным об- 
общением этой теоремы будет следую- 
щая; если одна из сторон треуголь- 
ника, вписанного в кривую 2-го по- 
рядка, проходит через полюс некото- 
рой прямой, то две другие стороны пе- 
ресекают эту прямую в сопряженных 
точках. Эта теорема легко сводится к 
предыдущей в том случае, если упоми- 
наемзя в ней прямая внелняя. В эгом 
случае всегда возможно с помощью не Рис. 29, 
более лвух проекций отбросить эту 
прямую в бесконечность и одновременно превратить данную кривую в круг. 
Если прямая пересекает кривую, то решение несколько усложняется. В 
этом случае можно превратить кривую в круг К и одновременно пря- 
мую в диаметр а, как в задаче 22. По условию сторона ВС трсуголь- 
ника, вписанного в круг К (рис. 22), проходит через полюс диаметра а, 
т. е. перпендикулярна к нему. Чтобы убедиться, что точки пересечения 
0, Е сторон АВ, АС с прямой а сопряжены относительно круга Х, 
достаточно повернуть фигуру на 180? вокруг прямой а. В результате 
круг К совместится с самим собой, точкн 0), Е останутся неподвижными, 
точки В, С поменяются местами, точка А перейлет в точку А’. Теперь 
мы видим, что точки О, Е суть диагональные точки четырехугольника 
АВСА', вписанного в круг А, и следовательно сопряжены между собой, 
на основании задачи 28. Мы предположили на чертеже, что точка А не 
лежит на прямой а, но в этом случае для доказательства даже нет на- 
добностн обращаться к методу проекций. Точно также читатель легко 
проверит правильность теоремы для того случая, когда данная ирямая 
касательна к крявой. 

Предполагая теперь, что данная кривая какая угодио, а прямая бес- 
конечно удаленная, получим теорему: стороны угла, вписанного в кри- 
вую 2-го порядка н опирающегося на диаметр, пересекают бесконечно 
удаленную прямую в сопряженных точках. В случае эллипса или гипер- 
болы это показывает, что эти стороиы нараллельны сопряженным дна- 
метрам, в случае же параболы не дает ничего интересного. 
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33. Чтобы решить поставленную задачу для эллипса или гиперболы, 
достаточно построить вписанный в данную кривую угол, опирающийся 
на диаметр, стороны которого были бы взаимно перпендикулярны; пря- 
мые, проведенные через середину этого диаметра параллельно сторонам 
угла, и будут искомыми осями. Но такой угол будет одновременно и 
вписанным в круг, опирающийся на тот же диаметр. Следовательно вер- 
иина его будет общей точкой кривой и круга. Отсюда вытекает сле- 

дующее построение. 

Проводим две параллельные хорды АВ, 
СО (рис. 23), делим их пополам в точках М, 
№ и проводим прямую ММ, до пересечения с 
кривой в точках Н, К — прямая НК есть не- 
который диаметр (в случае гиперболы, чтобы 
диаметр /ММ№ пересекал кривую, оба конца 
а хорды АВ нужно взять на одной ветви). Затем 

Рис. 23. делим отрезок НК пополам в точке О — эта 

точка есть центр кривой. Затем описываем 

‚ около О круг радиусом ОН. Если Р— точка пересечения круга с кри- 

вой, то прямые, проведенные через О параллельно НР и КР, будут 
осями кривой. | 

В случае параболы все диаметры параллельны. Построив с помощью 
двух параллельных хорд какой-нибудь диаметр, можно затем построить 
ось с помощью двух хорд перпендикулярных к этому диаметру, или 
даже с помощью одной та- 
кой хорды. 

34. Достаточно доказать 
теорему для круга. Пусть 
будет АВСДЕЕ шестиуголь- 
ник (рис. 24), вписанный 
в круг А. В условии тео. 
ремы не сказано, что шести- 
угольник должен быть вы 
пуклым, но естественно рас- 
смотреть сначала этот слу- 
чай. Пусть стороны АВ, ВС, 
СР пересекают противопо- 
ложные стороны ДЕ, ЕЁ, 
ГА соответственно в точ- Рис. 24. 
ках Г, М, М. Требуется до- 
казать, что точки Г, М, М№ лежат на одной прямой, т. е., что пря- 
мая Г/М проходит через точку №. Доказательство можно будет свести 
к случаю, когда точки С, М бесконечно удаленные, если удастся дока- 
зать, что при сделанном предположении прямая 2/М всегда внешняя. 
Заметим прежде всего, что в силу выпуклости шестиугольника про- 
тивоположные стороны шестиугольника пересекаются лишь при про- 
должении; следовательно точки Г, М — внешние для круга К. Точки 
Р, О, гармонически сопряженные с точкой [Г относительно концов 
хорд АВ, ОЕ, будут поэтому внутренними точками хорд АВ, ПЕ, 
и точно также точки Ю, &, гармонически сопряженные с точкой М 
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относительно концов хорд ВС, ЕЁ, булут внутренними точками хорд 
ВС, ЕЕ. В силу вынуклости шестнугольника АВСРЕЕ прямая РО 
делит его на две части, расположенные по разные стороны от нее, 
Отсюда вндно, что точки Ю, $ расположены по разные стороны от 
прямой РО, а потому точка пересечения Т прямых РО, А$ есть внвут- 
ренняя точка отрезка А5$. Так как концы отрезка А$ суть внутренние 
точки для круга К, то н точка Т есть внутренняя точка. Но точка Г 
есть полюс прямой 2АИ. Следовательно прямая 1. — внешняя для круга К, 
что и нужно было доказать, 

Отбросив прямую 2М в бесконечность так, чтобы круг К’ остался 
кругом, мы должны будем доказать только следующую теорему: если 
сторовы АВ, ВС вписанного в круг шестиугольника АВСОЕР нараллельны 
противоположным сторонам ОЕ, ЕР, то и остальные стороны СБ, ЕА 
параллельны (рис. 25). Доказательство этой теоремы вообще не пред- 
ставляет затруднений, но в данном случае оно еще облегчается тем, что 
шестиугольник АВСДЕЁР и в проек- 
ции остастся выпуклым. Действительно, 
из того, что стороны шестиугольника 
до проекция пересекалясь вне круга, 
следует, что они и после проекции 
будут пересекаться вне круга, так как 
внешние точки всегда просктируются во 
внешние точки, а внутренние во вну- 
тренние. После этого доказательство 
становится очевидным: так как стороны 
углов АВС, ОЕЕЁ параллельны и про: 
тивоположно направлены, то эти углы 
равны; следователью дуги АС, ДЕ, в 
которые они вписаны, равны, а потому Рьс. 25. 
хорды СО, АР параллельны. 

Если шестиугольник АВСДЕЕ не выпуклый, то прямая может ока- 
заться секущей или касательной, и предыдущее доказательство не при- 
менимо. Тогда можно рассуждать слегующим образом: 

Если шестиугольник, виисанный в круг, не выпуклый, то можно сое- 
динить его вершины в другом порядке, так что получится выпуклый 
шестиугольник. Для этого шестнугольника теорема доказана. Поэтому 
достаточно доказать еще следующую теорему: если точки пересечения 
противоположных сторон некоторого шестиугольника лежат на одной 
прямой, то это свойство имеет место для всякого шестиугольника с теми 
же вершинамя, т. е. это свойство сохраняется при изменении порядка 
соединения вершин. Достаточно доказать это для случая перестановки 
двух соседних вершин, так как с помощью нескольких такнх перестано- 
вок можно от любого порядка вершин нерейти к любому другому. 

Итак, нам остается доказать слепующую теорему: если точки пере- 
сечения противоположных сторон шестиугольника АВСОЕЁР лежат на 
одной прямой, то это свойство имеет и шестиугольник АВОСЕР. Для 
доказательства достаточно рассмотреть случай, когда противоположные 
стороны шестиугольника АВСОЕЕ параллельны (рис. 26). (Стороны 
ОС, ЕА будут также противоположными сторопами шестиугольника 
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АВОСЕЕ, но сторонам АВ и ЕЁ будут в шестиугольнике АВОСЕР 
противоположны стороны СЁ, ВО, которые в шестиугольнике АВСРЕЁР 
служат диагоналями. Пусть будут К, Г. —точки пересечения сторон АВ, 
ЕЁ с противоположными им сторонами СЕ, ВО шестиугольника АВОСЕР. 
Мы должны доказать, что прямая АЁ проходит через точку пересечения 
м остальных двух’ сторон ДОС, ЕА, т. е. 
7 $ параллельна им. Из подобия треуголь- 
ников НКВ, НЕРВ находим НК: НВ == 
— НЕ :НО. Из подобия треугольников 
НВС, НИЕ находим НВ: НС = НЕ: НЕ. 
Перемножая полученные пропорции, на- 
ходим НК:НС==НЕ:НЬ, что и до- 
казывает параллельность прямой КЁ 
стороне ОС. 

35. Эта теорема выводится из’ пре- 
дыдущей с помощью свойств полюсов 
и поляр. Пусть будет АВСШЕЕ шести- 
угольник (рис. 27), описанный около кри- 
вой 2-го порядка К, и А',В',С',О’,Е',Е — 
точки касания его сторон АВ, ВС, 
Ср, РЕ, ЕЕ, РА. Рассмотрим одно- 

Рис. 26. временно вписанный  шестиугольник 
А'В'С'О’Е'Е’. Так как точки А', В' суть 
полюсы прямых АВ, ВС, то прямая А’В’ есть поляра точки В. Точно также 
прямая О’Е’ есть поляра точки Е. Поэтому точка пересечения С пря- 
мых АД'В’, О’Е' есть полюс прямой ВЕ. Таким путем убедимся, что вообще 
точки пересечения противоположных сторон шестиугольника А’В'С'О'Е'Е 
суть полюсы прямых, - 
соединяющих соответ- 
ствующие противопо- 
ложные вершины ше- 
стиугольникаАВСРЕР. 
Но по предыдущей тео- 
реме эти точки пере- 
сечения лежат на одной 
прямой. Следовательно 
их поляры АР, ВЕ, 
СЕ проходят через по- 
люс этой прямой, что 
и доказывает теорему. 

36. Пусть будут 
АВС, А’Б’С' — данные Рис, 97. 
треугольники и Я, К, 

Г. — точки пересечения сторон АВ, ВС, СА треугольника АВС с одноимен- 
ными сторонами А’В’, В'С’, С’А’ треугольника А’В’С” (рис. 28). Мы вправе 
ограничиться рассмотрением случая, когда прямая НК — бесконечно уда- 
ленная. В этом случае прямая теорема принимает следующий вид: если 
прямые АД’, ВВ’, СС', соединяющие вершины треугольника АВС с _ 
одноименными вершинами треугольника А’В’С', пересекаются в одной 
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точке О н стороны АВ, ВС треугольника АВС параллельны одноимен- 
ным сторонам А’8”, В'С’ треугольника А"В'С', то и третьи стороны АС, 
Л’С’ параллельны между собой. Для доказательства замечаем, что точки 
А’, С’ делят отрезки ОД, ОС в отношениях ОА': А’'А, ОС’; С'С, равных 
отношению ОБ’: В'В и следовательно равных между собою. Обратная 
теорема привимает вид; если 

стороны Д8, ВС, СА треуголь- у Г. 

ника ДВС иараллсльны олно- и - 

именным сторонам А’В’', В'С', 
С'А’ треугольика А’В’С', то 
прямые ДА’, ВВ', СС’, соеди- 
няющие одноименные вершины 
треугольннков, пересскаются в 
одной точке. Доказательство 
не мечее просто. Пусть будет 
О точка нерссечения прямых 
АЛ’, ВВ’. Соеднним точку О 
с точкой С и докажем, что 
нрямые 4’С', В'С’ пересскают Рис. 28. 

прямую ОС в одной и той же 

точке. Действительно, прямые А’'С', В'С’ делят отрезок ОС соответ- 
ственно в отношениях ОЛ’: АА’, ОВ’: ВВ’. Так как эти отношения равиы, 
то прямые А’С’, В’С" пересекают прямую ОС в одной в ТОЙ же точке. 
Другими словами, точка пересечения С’ прямых А’С', 8'С’ лежит на пря- 
мой ОС, что и доказывает теорему. 


ГЛАВА ПП. 


37. 1. Расстояния М.М, МА точек М, М от прямой р пропорцио- 
нальны расстояниям РА РА тех же точек от точки Р (рис. 29): 


Мм: ММУ = РМ: РМ. 


Эта пропорция сохраняет силу и в том 
случае, если расстоянням приписываются 
знакн на основании правила, указанного 
в задаче. Таким же образом находим: 


ММ : №№ = Ом ы Ом. 
Деля первую иропорцию на вторую 
почленно, находим: 
М, М - ММ _ РМ-ОМ 
М.М. ММ  ОФМ.РМ г 
Рис. 23. а (ратп) = (РОММ). 
2. Достаточно заменить в прёдылущем 
доказательстве ирямые р, 4, т, п плоскостями т, х, (, %. 
3. Прямая, лежащая в сскущей плоскости и не пересекаю:и?л“ оси 
® 


| 
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пучка, пересекает плоскости м, х, в, у и прямые р, 49, т, п в одних 
ни тех же точках Р, О, М, М. Отсюда по предыдущему 


(пиру) = (РОММ); (рати) = (РОММ) 
и следовательно 
(тхру) = (рат), 
что и требовалось доказать. 
4. Предположим, что две плоские фигуры ЁР, Е’ расположены пер- 
спективно, т. е. каждая из них есть проекция другой из некоторого 
центра $. Если в фигуре ЁР имеется четыре точки Р, @, М, № на одной 


прямой, то соответствующие точки Р’, ©’, М, № фигуры Е’ также рас- 
положены на одной прямой, и проектирующие прямые 


р=5Р==5Р'; 9==50==50) т==5$М=ЕЗМ'; п=ЕЗМЕЕ $М 
принадлежат одному пучку. По предыдущему 
(РОММ) = (ратп); (Р'Ф'М'М№) = (ратп), 
ни следовательно 
(РОМ№) = (Р'О'М'№). 

Аналогично доказывается равенство двойных отношений соответствен- 
ных четверок прямых в соответственных пучках. 

38. Имеем 


_ РМ.ОМ 
ору 


Когпа точка Л безгранично удаляется по прямой, отношение отрезков 
ОМ, РМ стремится к единице, если положительные расстояния от точек 
Р, О отсчитываются в одном направлении, и к минус единице, если эти 
расстояния отсчитываются в разных направлениях. Соответственно этому 
получим: 

РМ РМ 

-__. или (РОМ со) = — —— 

ОМ р] ( (®) ) ОМ ры 

Принимая одинаковое положительное направление при отсчете от обеих 
точек Р, О, получим: 


(РОМ со) = 


_ РМ, а Рф 
(РОМ 99) = о; (Ро М) = р; (Рео ММ) =; 
ке 


39. Пусть будут Р, О, М, М четыре точки на прямой и р, 4, т, п— 
четыре прямые, проектирующие эти точки из какого-нибудь центра. 


Имеем 
(ратп) =(РОММ). 


Если мы как-либо изменим порядок точек и соответственно изменим 
порядок прямых, то это равенство не нарушится, например: 


(артп) =(ОРММ); 
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хотя (@рт") и не равно (рдтп) и (ОРММ) ие равно (РОММ.. По- ' 
этому, еслн мы сумеем выразить значения (ОРММ), (РМОМ, ... че- 
рез значение (РОММ№) =», то тем самым и значения (дртп), (ртап),... 
булут выражены черсз значение (рутя) ==). Достаточно поэтому выяс- 
вить влияние перестановок элементов на значсине двойного отношения 
четырех точек на прямой, чтобы решить тот же вопрос для четырех 
прямых в пучке прямых, н аналогично убедимся, что это верно и для 
четырех плоскостей в пучке плоскостей. Точно так же, вместо двой- 
ных отвошепий данных четырех точек, взятых в различных порядках, 
мы вираве сравнивать двойные отношення проекций этих четырех точек 
на какую-нибудь прямую из какого-нибудь центра, взятых в соответ- 
ственных порядках. Достаточно поэтому рассмотреть влияние переста- 
новок в предположении, что одна из четырех точек, например № беско- 
нечно улалегная, так как этого всегда можно достигнуть посредством 
надлежащей проскции. 
Итак, пусть 
(РОМ о) (1) 


Перестазляя лве первые точки, получим: 
ь _—@м 1 
({ОРМ оо) = РМ (2) 


Переставляя две средние точки, получим: 


РО _ ОР _ ОМ МР МР 
АА =“ — — = —_ о —— = 
к ЕКО ом т ом 
РМ 
Атомы: (3) 


Пользуясь этими двумя опсрацнями, можно получить все шесть пе- 
рестанопок первых трех элементов. Из (2) находим с помощью переста- 
новки средних точек 

1 ^А— 1 
МР со) =1— = ——; 4 
(© ) у х} (4) 
ватем из (3) с помощью перестановки первых точек 


(МРО со) =; (5) 


наконец из (4) с номощью перестановки первых точек: 


А 
(МОРоо) =. (6) 
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Мы выяснили таким образом значения двойного отношения при всех 
порядках точек, у которых последняя точка одна и та же. Переставим 
теперь в (1) две последние точки: 

Да 

Р со М и Е 

(Роэ мМ)=Ъм= 
Мы видим, что перестановка двух последних точек заменяет значение 
двойного отношения обратным значением, так же как перестановка двух 
первых точек.. Отсюда следует, что одновременная перестановка двух 
первых и двух последних точек не меняет значения двойного отно- 
шения: 


(ОРММ) = (РОММ)=^. 


Теперь переставим в (1) две крайние точки: 


Ом — 


Видим что перестановка двух крайних точек производит то же дейст- 
вие, что и перестановка двух средних точек, а именно заменяет перво- 
начальное значение двойного отношения значением, дополняющим его 
до единицы. Отсюда ясно, что одновременная перестановка крайних и 
средних точек не меняет значения двойного отношения 


(ММОР) = (РОМ№ =^. 


Очевидно лвойное отношение не изменится и тогда, если мы сначала 
переставим первые и последние точки, а затем средние и крайние, или 
наоборот. Таким образом получим: 


(РОММ№) =(О©РММ) = (ММОР) = (ММРО)=^. 


Сравнивая последнее расположение точек с первым, замечаем, что и ие- 
рестановка пар точек Р@, ММ без изменения порядка точек в каждой 
паре также не изменяет значения двойного отношения. Обратим теперь 
внимание на то, что в последних четырех двойных отношениях на по- 
следнем месте стоит каждая из четырех данных точек. Переставляя в 
них всевозможными способами первые три точки, мы получим все во- 
обще возможные расположения точек. Так как эти четыре двойных отно- 


шения все равны ^, то все те, которые из них получаются перестановкой 
о м СЕ т 
первых трех элементов, будут*равны либо ——, либо 1—^, либс => 


1 —- \? либо ОВ 
составить из четырех данных точек, распадаются на 6 групп по 4 двой- 
ных отношения в каждой, причем двойные отношения, входящие в одну 
группу, имеют равные значения, а двойные отношения различных групп 


равны числам: 


либо Итак, 94 двойных отношения, которые можно 


1 1 1 у\ 
д № К Е 


где ^ — значение какого-нибудь одного из двойных отношений, 


,, 


= 
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Заметим еще, что последнюю из рассмотренных нами сложных опе- 
раций, не изменяющих значения дзойного. отпошепня, а именно переста- 
новку пар точек РО и ММ без ивменения порядка точек в каждой 
паре можно толкозать как одновременную исресталовку первой точки с 
третьей и второй точки с четвертой. Мы получасм поэтому слелующий 
результат: двойное отношение четырех точек не изменяется при одновре- 
менном измененин порядка точек в двух каких-либо парах точек, на ко- 
торые возможно разбить эти четыре точки. 

Согласно замечанию, спеланному впачалс, все полученные результаты 
распространяются н па двойпые отношения прямых или плоскостей. 

40. Пусть будут РО, ММ две пары точек на прямой. При рассмот- 
ренни предложенного вопроса не имсет значения, в каком Порядке взяты 
точки для вычисления двойного отногиения. Действительно, от одного 
порядка вссгда можно перейти к другому с помощью операций, рас- 
смотреиных в предыдущей задаче. Применяя одинаковые операцни к двум 
двойным отношенням, отличающимся друг от друга только порядком 
двух точек, мы всегда получнм в результате двойные отношения, также 
отличающисся друг от друга только порядком этнх точек. Если до этих 
операций эти два двойные отношения былин равны, то опи останутся 
равнымн и после них, хогя значение нх может и измениться. Далее, не 
нмеет значения в которой кз двух пар производить перестановку точек. 
Действительно, перестановку точек пары М можио замевить двумя но- 
следовательнымн операциями — нерестанозкой точек пары Р@ ин одно- 
временно перестановкой точек обеих гар. Но последняя перестановка ие 
влияет на значение двойного отношения. Следовательно влияние переста- 
новки точек пары МА и пары РО на значение ‚лвойного отношения 
олпо н то же. Итак, нам остается доказать следующую теорему: чтобы 
пары точек РЭ и /1А были гармоннчески сонряжены, необходимо и до- 
статочио условие 

(РОММ) =(@РММ.. 


Предположнм, что пары точек РО, МА гармонически сопряжены. 
Тогда точки 1, № деляг отрезок Р@ внутренним и внешним образом в 
одинаковых отношениях, т. е., при соблюдении правила звзаков для от- 
счета отрезков, в отношеннях, отлкчающихся друг от лруга только зна- 
ком. Следовательно отиошение этих отношений, т. е. двойное отиоше- 
цие (РОММ), равно — 1: 


(РОММ) = =-—1. 
Но тогда 
(ОРММ=--=-—1 
н следовательне 
(Ромм) = (@РММ; 


условие необходимо. 
Теперь предположим, что 


(РОММ) == (ОРММ), 
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1 
А = 
А 

Отсюда находим № =1, ^===1. При А=-Р-1 точки ММ делят 
отрезок РО в одном и том же отношении как по величине, так и по 
знаку, т. е. совпадают. Эта возможность исключена по условию. Остается 
только одна возможность, Х = —1, а это показывает, что пары точек 
РО, ММ гармонически сопряжены; условие достаточно. 

Теорема таким образом доказана для двух пар точек. Тем самым 
она доказана для двух пар элементов любой совокупности 1-ой ступени, в 
силу замечания в начале предыдущего решения. 

41. На рис. 30 представлен полный четырехсторонник абса. По- 
кажем с помощью результата предыдущей задачи, что вершины РО и 
диагональные точки /Л/М№ гармонически сопряжены. Проектируя точки 

Т, (, Г, № на диагональ ММ Пиз 
(р вершины $, получим соответственно 
точки Р; ©, М, М, откуда 


(ТОМ = (РОММ. 


Проектируя те же точки Т, (0, 
1, № на ту же диагональ ММ из 
вершины А получим соответственно 
точки О, Р, М, М№, откуда 


р. м @ м (ТИГ№ = (ОРММ) 


Отсюда 
(РОММ) = (РММ), 


откуда, согласно предыдущей теореме, и вытекает требуемый результат. 
42. Соотношение 


АВ. СР АС.РВ-АР.ВС=0 
можно представить в виде 


АВ. СО АС. РОВ 
АД. ВС Г`АБ.ВС о 


Рис. 30. 


ИЛИ 

АВ. СО АС. ВР Вр _. 

дров АРВ" 
ИЛИ 

(АСВЬ) -| (АВСР) =1, 
ИЛИ 


(АСВР) =1— (АВС), 


выражающем теорему 0 влиянии перестановки средних элсментов на 
значение двойного отношеция, 
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Вторая формула получастся из той же теоремы в прикенении к мс- 
тырем прямым пучка, если заметим, что 


__ $ (ас) зи (54) 
(абс) = за (аа) эт (6с)' 


как нетрудно вывести из определения двойного отношения четырех прямых. 
Третья формула получается из второй, если положим ^ 


(25) = а; (ас) ==: (а) =1, 


(с4) = (а@) — (ад =1—8=—@—%7), 
(45) = (а6) — (а) =а—т==-— (1—<&), 
(6с) —= (ас) — (26) =В —«=— (а— В). 


Полагая в третьей формуле 4 == 90? и пользуясь формулами приве- 
дения, получим 


и заметим, что 


зп (х — 6) = п 2 с0$ 8 — зтВ 05а, 


откуда с помощью формул приведения можно получить и остальные 
формулы сложения и вычитания. 

43. Действительно, 

(ОХМЕ) = Я —=О.М=х 
ОЕ 

44. Мы можем спроектировать рассматриваемую прямую на другую 
так, чтобы точка Х превратилась в бесконечно удаленную точку, к при- 
нять па новой прямой проекцию точки О за начало отсчета и проекцию 
отрезка ОЕ за положительную единицу. Двойные отношения ланных то- 
чек будут. равны двойным отношениям их проекций, и мы можем поз- 
тому с самого начала ограничиться рассмотрением случая, когда х есть 
обыкновенная абсцисса. 
Тогда имеем: 


— ОМ м 
(ОХМ, М, =- О 
М.М, ММ, (ом,— ом) (Ом, — Ом.) 
д а ви О АРЕНЫ | 3 — 
МММ = мм, М, = (ОМ, — ОМ, (Ом, — ОМ) 
ие (в — хи) им) 
(2, — ха) бам) 
тгле 
им-— ОМ. 
ФМ, == (Охм,Е)’ 
мм,м,м) = «хм. В) — (охм,Е)] КОХМ — (ОХМ,Е)] 


(ОХМ, В) —(Охм,Е)] КОХмМ,В) —(ОХмМ,Е) ^ 


Эти соотношения имеют место при любом ноложении точки Хн при 
любом выборе сдипицы, но их непосредственный вывод потребовал бы 
более длинных выкладок. 
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45. Имеем 

А.М. А.Б А.М А.М 
Чтобы выразить двойное отношение (ММРО) через однородные ко- 

ординаты точек М, №, Р, @, обозначим координаты этих точек буквами 

х, у, 2, Ё без значков, если координаты неоднородные, и со значками 

1, 2, если координаты однородные. Тогда 


6—5) 
(г—х) ((— У) _ 23 №/\ В АЕ 
(2—5У)@—х) ее с 
2 УзА Ь Ха 
кХ (21а — х,25) (Уз — УВ) 
(21.Уз — У129) (и, — х16) ° 


(ММРО)= 


ИДИ 
№1 21 || У И 
а 
ММРО ох 373 за 
Ул 2 || 1 
Уз 2 | | Ма 


или кратко: 


__ (*2) 00 
О) — (губ), 


(ху) (2) | (<2) (У) -- (0 02) =0 
получается из этой формулы с помощью известного соотношения 
(МРМО) - (ММРО) = 1. 


Соотношение 


46. Имеем: 


9 И АМ. 

Йй1 е5 А: А. И Е. А.А: 
ма АМ АМ _ АМ ‚МА, _ 
ааа АА 


47. Если заменим бесконечно удаленную точку конечной точкой Х, 
то простые отношения заменятся двойными, и вместо 


ЗАМ: А.М 


НЕ || 
получим 
Х! ты (А, ХМЕ); №5 —= (А.ХМЕ,, 
а вместо 
—_ Аа. р _ АА: 
т м А.В — АзБ 
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получим 
й, =(А.ХАЕ № =(л.ХА.Е). 
Отсюда 
2х, _ (А ХМЕ) _ 
#:- АМ > Саи, 
(АД 
Пай Е о (хман 
так что соотношение 
РЕ = 
й я До } 


перехощит в известное соотношение 
(АхмАз)- (А.ХМА,) = 1. 

88. Пусть булут Е, М, проекция 
точек Е, /М на ось ОХ параллельно 
оси ОГиЁ,, М, — проекции точек Е 


Е М," 
Рис. 31. Рис. 32. 


М на ось ОУ параллельно оси ОХ (рис. 31). По известному опреде- 
лению декартовых координат имеем: 


О: к. 3 би 
ОЕ 


Но простые отношения можно представить в виде лвойных: 
х=(ОХМ,Б,); у= (ОУМ,Е,). 

Все точки, входящие в эти двойные отношения, очевидио построены по 

данным точкам О, Х, У, Е, М, прямая ОХ соединяет точки Он Х, 

прямая ОУ соединяет точки О и 7; точки В„, М, суть проекции точек 

Е, М из точки У на прямую ОХ, точки Б„ М, суть проекции точек 

Е, М из точки Х ва прямую ОУ. 

Отсюда ясно, как следует проективно обобщить декартову систему 
коорпинат. Обобщенная система отсчета будет состоять из координат- 
ного треугольника ОХУ и единичной точки Е (рис. 32). Точки В„ М; 
будут попрежнему проскциями точек Е, М из вершины Уна сторону ОХ, 
а точки Е» М, проекциямн точек Е, М вз вершины Х на сторону. ОХ. 
Координаты иопрежнсму определяются формулами: 


х—=(ОХМ,Е,); у=(ОУМ,Е). 
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Эти двойные отношения можно также заменить двойными отношениями 
проектирующих прямых: 


х==(УО, УХ, УМ, УЕ); у=(ХО, ХТ, ХМ, ХЕ), 


или кратко 
х—У(ОХМЕ); у= Х(ОУМЕ). 


49. Пусть будет Г точка пересечения прямой АВ со стороной ХУ 
координатного треугольника (рис. 33). Имеем 


х 
—=(ОХМ,А). 


Проектируя точки О, Х, М,, А из точки У на данную прямую, по- 
лучим точки В, 7, М, А. Отсюда 


2 > = (В2МА). 


Точно также 
= —(АРМВ). 


Таким образом 


ы р > — (В2МА) № (АЁМВ), 


о 
аа 


50. По принципу двойственности координатному треугольнику ОХУ 
должен соответствовать координатный трехсторонник оху, единичной 
точке Е-——единичная прямая е, произвольной точке /М — произвольная 
прямая т (рис. 34). Координатами прямой т будут двойные отноше- 
НИЯ | 

# = у (охте); ч==х (оуте), 
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т. е. соответственно двойное отношение точек пересечения прямой у с 
прямыми о, х, т, е и прямой х с прямыми о, у, т, е, Таким образом 


и= (ХОАР), <= (ТОВО). 
51. Сравнивая вид уравнения прямой 
их зу=1 
с ранее выведенным видом 
Еф 
находим (рис. 35): 


а = —(ОХЕ, А) =(ХОАЕ), ° 
1 
= = (ОУЕ,Д) = (УОВЕ,. 


Следовательно коэффициенты и, ® будут координатами прямой 
т-=: АВ, если за стороны о, Х, у координатеого трехсторонника принять 
соответствеино стороны ХУ, ОХ, ОХ коор- 
днинатного треугольника и за единичную 
прямую е принять прямую Е, Е,. Если 
теперь напишем уравиенне прямой в виде 


их ту-|-1=0, 
то получим 


ит = (ХОДЕ, 
1 
у—=—-=— (УОВЕ)) 


Рыс. 35. 


Чтобы показать, что и эти коэффициенты можно рассматривать как 
координаты прямой, погробуем пайти такие точки Р, @, чтобы имели 
место соотмошения 


(ХОАЕ) = — (ХОАЕ,); (ОВО) =— (УОВЕ». 
Тотда мы будем имсть 
и =(ХОАЕ), о = (УОВО) 


н следовательно и, ® можно будет рассматривать как координаты пря- 
мой т=—=АВ при прежнем координатном трехстороннике и при новой 
единичной прямой е' ==Р0. Требуемые соотношения равносильны следу- 
ющим: . 

(ХОАГ) ___ (УОВО) __ 

С’ОДЕ) "^„” Кова) 
ЕлН 


(ОХЕЕ,) ==-—— 1, (ОУОЕ) =-—1, 


Е сооивьивемь 


.=- ->----=— —— — 
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которые показывают, что точка Р гармонически сопряжена с точкой Е, 
относит^льно точек О, Х, а точка С гармонически сопряжена с точкой 
Е, относительно точек О, У. 

Мы приходим таким образом к следующим заключениям: если усло- 
вимся писать уравнение прямой по отношению к системе координат 
ОХТЕ в одном из видов 


их чу=1 ихРчу-1=0, 


то коэффициенты и, о можно рассматривать как координаты этой пря- 
мой соответственно по отношению к системам охуе, охуе', причем о, х, у 
суть стороны треугольника ОХУТ, противоположные одноименным верши- 
нам, е есть прямая, соединяющая проекции точки Е на стороны ОХ, 
ОУ из противоположных вершин, е’есть прямая, пересекающая те же 
стороны в точках, гармонически сопряженных с этими проекциями отно- 
сительно пар вершин, лежащих 
на этих сторонах. 

52. Найдем например двой+ 
ное отношение А; (А, А.МЕ). 


Рис. 36. 


Согласно определению двойного отношения четырех прямых, имеем 
(рис. 36): 


Ра. 6 
АЕ 
з( 14-0 ) р. е 
Отсюда 
иг) 22. Р1 _ а 
А. (АААЗИЕ) = г 5 е х, Г. 
Там же найдем 
А, (А.А.МЕ) = я, А. (Аз А.МЕ) = ==. 
р 3 


Если примем точки А., А., А, соответственно за точки О, Х, У систе 
мы неоднородных координат, то получим: 


22 уд, (А, А.МЕ)—=^®. 


х= Аз (А, А,МЕ) = х,' х, 
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Чгобы получить пб аналогии однородные координаты прямой, заменим 
расстояния произвольной точки /{ и едипичной точки Е от сторон ко- 
ординатного треугольника расстояниями произвольной прямой 2 н еди- 
ничной прямой е от вершин координатного трехсторонника. Получим, 
координаты (рис. 37): 


Выразим неоднородные координаты через однородные, принимая прямые 
а, в», а; соответственно за прямые о, х, у системы неоднородных ко- 
ординат. Получим 


и= (А.А. АР)=Р (А.А, АР) = 
=(РА», РА,, т, г) =(т, г, РА» РА, Ра, 


и точно также 


Предполагая, что выбор систем отсчета 
для координат точки и прямой согласован 
так, что условие инцидентности точки ий 
прямой в неоднородных координатах 


имест вид 
их -- зу-- 1==0, 


и применяя формулы: 


х. х #2 > й. 
х=—%; у, и=—, © Е 


’ 
м 5 и из 


приведем это условие к виду 
ших: + изж - Шьх: ==0. 
53. Имеем например (рис. 38): 


к — 73 С И — пя. А,АьМ 
Аз 23 ея бь пл. ААА: 


‘При этом, если усповимся считать пл. А, А. А, положительной, то 


пл. А, А.М нужно считать положительной, когда точка /М лежит с той 
же стороны от прямой А, А., что и точка А„, и отрицательной, если 
точка Л! лежит с противоположной стороны. При аналогичных согла- 
шеннях получим также 


2 _ Пл. ДА,М № _ ПЛА.АМ 
А  ш.ААА,’ 1.  пл.А.А.А, ` 
Так как 


пл. А, А.М -- пл. А.А, М- пл. А.А, М = пл. А, А.А, 


- забыл ше. ть 
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при любом положении точки М, то мы и получим 


ВЫ 
й, т № х 
54. Чтобы обобщить проективно отношение 
Хз  Рз 
№ 4’ 


нужно заменить его отношением отрезков, лежащих на одной прямой, и 
затем представить в виде двойного отношения. Спроектируем отрезок 
МР на прямую А.О параллельно прямой А.А, (рис. 39). Получим 


рз _ РМ _ ЧМ 


= (@С3МА:), 


дз _ ОА. _ ОА; 


Рис. 40. 


где С. — бесконечно удаленная точка прямой ОА,. Если еще обозначим 
прямую Д.А. через а., бесконечно удаленную прямую через а, и беско- 
нечно удаленную точку прямой А,А, через В, то полученное двойное 
отношение точек можно будет заменить двойным отношением прямых, 
соединяющих эти точки с точкой В. рис. 40: 


(ОС,МА.) == (аз, ав, ВзМ, В,А,). 


Заменяя бесконечно удаленную прямую конечной (рис. 40) и замечая, 
что с помощью проекции ее всегда можно превратить в бесконечно уда- 
ленную, заключаем, что соотношение 


Вы 
и : 


не теряет силы, если заменим отношения 
м. 


== 


в’ м’ № 


двойными отношениями 
(1, а,, ВМ, В,А;), (аз, аз, ВМ, ВзА$), (аз, ак, В.М, ВзА.). 
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Таким путем получаем искомое обобщение 
(а, а,, В.М, В,А,) -- (а, а, ВМ, В.А.) + (@:, а,, ВМ, ВА.) =1. 


55. Обобщенная система отсчета состоит из координатного тетраздра 
ОХУЙ и единичной точки Ё. Обобгценные координагы можно предега- 
вить как лзойные отношения плоскостея 
пучков с осямн УЙ, 7Х, ХУ (рис. 41): 


х— У7(ОХМЕ), у=7Х(ОУМЕ), 
` 2=ХУ(ОХМЕ). 


Тем же тетраэдром можно воспользо- 
ваться для построения координат пло- 
скости. Обозначим плоскости ХУЙ, 
ОУг, ОХ. ОХУ соответственно через 
0, &, м, *, некоторую определенную пло- Ё 
скость ЕСН через ге и произвольну:о Рис. 41. 
плоскость Через р. Обобщенные коор- 

динаты плоскостя по отношению к системе отсчета 0] будут: 


#1 (0#3е); 9=—(ощие); == (о3ва), 


где например А (отие) обозначает двойное отношение точек пересечения 
прямой 5 ==ОХ с плоскостями о, Ь р, е. 
Таким образом 


и=(ХОАЕ), з=(УОВО), ®==(2ОСН). 


56. Пусть будут А (а, 0, 0), В(0, 6, 0), С(0, 0, с) точки пересечения 
рассматриваемой плоскости с ребрами ОХ, ОТ, ОР координатного те- 
траэлра и А — некоторая точка этой плоскости 

7 (рис. 42). Имеем: 


х—=У7(ОХМЕ), «= УР (ОХАЕ), 
== У7(ОХМА). 


Обозначим далее через а, 2, с стороны треуголь- 

ника АВС, протеволежащие вершинам А, В, С; 

через А’, В", С’ точки пересечения сторон а, ©, с 

соогветственио с ребрами УХ, ХХ, ХУ; через 4 

линию пересечения плоскости АВС с плоскость1о 

ХУЙ, на которой расположены точки А’, 8', С"- 
„Имеем 


а 2 =У2(ОХМА) (о, 4, А’М, А'А), 


так как плоскости УХО, Р7Х, УГМ, УЙА пересекают плоскость АВС 
соответственно по прямым а, &, А’М, А’'А. Так же найдем 


2=(, а, вм, В'В), (о а, см, сс). 


Гоомегрия, ч. 1. 13 


дымы д фоны чар Я ати оо ини 
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Но согласно результату задачи 54, имеем 
(а, 4, А’М, А’А)-| (6, 4, В'М, В'В)-| (с, а, СМ, СС) =. 
Отсюда 


И Си 
НЫ |, 


57. Сохраняя обозначения предыдущих задач, будем иметь для коор- 
динат плоскости выражения: 


если за единичную плоскость принять плоскость, соединяющую проекции 
Е.Е, Е, точки на ребра ОХ,`ОУ, ОЙ из противоположных ребер 
уй, 2Х, ХУ, т.е. точки пересечения ребер ОХ, ОУ, ОХ соответственно с 
плоскостями У7Е, ГХЕ, ХТЕ. Поэтому уравнение плоскости, выведенное 
в предыдущей задаче, примет вид 


их | чу-- г =1. 


Если же за единичную плоскость примем ту, которая соединяет точки, 
гармонически сопряженные с точками Е,, Е,, В, относительно пар точек 
ОХ, ОУ, ОХ, то будем иметь: 


и уравнение плоскости примет вид 


их Ноу мг --1==0.. 


58. Однородными координатами точки будут отношения расстояний 
этой точки от граней координатного тетраэдра А.А,А,А, к расстояниям 
единичной точки Е от тех же граней: 


гле значки 1, 9, 3, 4 отмечают, что речь идет о гранях, противополож- 
ных вершинам, отмеченным теми же значками. Если вершины А,, Д., 
А,, А; примем соответственно за вершины О, Х, У, 7 для отсчета неод- 
нородных координат, то последние выразятся формулами: 


По отношению к тому же тетраэдру однородными координатами пло- 
скости будут отношения расстояний этой плоскости и единичной пло- 
скости е от вершин тетраэдра: 


} } 
и: Г 3 15 Г» } Из Г 3 А ар Р% 
ее е е Е. е 

1 % 3 4 
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Если примем для отсчега неоднородных координат грани тетраэдра, 
противоположные вершинам А,, А,, Д., А;, соотвегствевно за грани 
о бт, 5, то получим лля них выражения: 


Уравнение плоскости 
их уг -|-1=0 


примет в одиородных координатах вид 


ши Е иьхь- изхь -- иж ==0. 


Соотношение между координатами пронзвольной точки по отношенкю 
к ланной системе отсчета будет 


2 
ое 


где под Й,, Й,, #., й, подразумеваются не равные нулю координаты вер- 
шин А;, Ау, 43, Аь. 

59. Требуемые системы отсчета и координаты можно получить из 
соответствующих систем отсчета и координат на прямой и на плоскости, 
пересекая пучок прямою и связку плоскостью. 

60. Пусть булут ОХЕ и О'ХР’ какче-нибудь системы отсчета в со- 
вокупностях 1-ой ступени (2) и (ЛГ), и 


х=(ОХМЕ), х—=(ОХмМЕ) 


неолнородные координаты элементов ИМ и М’. Если условимся считать 
элементы М н М‘ соответствующими друг другу, когда 


РЕ. 


то, по определению, получим проективное соответствие между совокуп- 
ностями {/) и $). 
Двойное отношение элементов М, (хи), М (х.), М; (хз), М (х,) со- 
вокуппости (А1} будет: 
ха —х.) и —х 
ММ,М.М, = № ое) 


(0 —х)° 


Точно также двойное отношечие элементов Л,’ (х1'), Му (ха), М, (ху), 
Му (хи) совокупности (4) будет: 


ВЕ 378 $. зд 


Й : , г же му) (же —х,) 
МММ аль СЕЕаВ 


Еслн элементам М, М,, /1,, №, соответствуют по. порядку элементы 
М,’ Му, Му, Му, то 


н следовательно 
(МММ, М) = СИМ, М,М,). 
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Таким образом двойные отношения соответствующих элементов действи- 
тельно равны. 

Чтобы показать, что существует проективность, при которой трем 
произвольным различным элементам совокупности (/И) соответствуют три 
произвольных ‚различных элемента совокупности (/И”), достаточно при- 
соединить к предыдущему доказательство того, что элементам О, ^, Е 
соответствуют по порядку элементы О’, Х', Е’, т. е., что элементы Ои 
О' Хи Х, БиЕ имеют равные координаты по отношению к системам 
ОХЕ и О'ХЕ'. Но легко убедиться, что вообще двойное отношение 
(АВСО) равно 0, когда С совпадает с А, равно со, когда С совпадает 
с В, и равно 1, когда С совпадает с О. Следовательно 


(ОХОЕ) =(О0'ХО’'Е’) = 0, 

(ОХХЕ) =(О'ХХЕ’) = ©5, 

(ОХЕЕ) =(О'ХЕ'Е’) = 1, 
что и требовалось доказать. 

Остается доказать, что существует только одно проективное соответ- 
ствие, при котором элементам О, Х, Е соответствуют по порядку эле- 
менты О’, А", Е’. Предположим, что существует другое такое проектив- 
ное соответствие, и пусть будут 


х =(ОХМЕ), х=(0О'ХМЕ) 
координаты точек М, М, которые должны быть равны, чтобы элементы 


М и М' соответствовали друг другу. Если обозначим через ху, Хе, Х, 


я 
и Х,, Хо, Х1 новые координаты элементов О, Х, Е и О', Х, Е’, то по 
условию 


мЕби о. 


так как и в новой проективности точки Ои О, Хи Х 'ЖиЕ должны 


соответствовать друг другу. Но : 
бя еж) бя 
=— ыыы} -- ЕАН, . 
(х — Хе) (м! — хо) (9) — №) 


Поэтому из равенства х == х’ вытекает равенство х==х’, т. е. элементы 
М и М,, соответствующие друг другу в новой проективности, соответ- 
ствуют друг другу и в старой проективности. Иными словами, новая 
проективность совпадает со старой, что и требовалось доказать. 

61. Из задачи 37 ясно, что двойные отношения соответствующих 
элементов в перспективных совокупностях 1-ой ступени равны, а отсюда 
следует, что перспективность есть проективность, так как координаты 
соответствующих элементов по отношению к соответствующим системам 
отсчета суть двойные отношения соответствующих элементов. Если три 
пары соответствующих элементов двух проективных совокупностей 1-ой сту- 
пени расположены так, как если бы эти совокупности были перспекти- 
вны, то они и в самом деле будут перспективны, ибо существует только 
одна проективность, в которой три данные пары различных элементов 


Гы 
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будут парами соотвегствующех элементов. Таким образом общая теорема 
доказана. Остается применить се к частным случаям. 

1. Пусть будут и, в две скрещивающиеся прямые и и(АВС...), 
и (А'В'С’.,.) два проективных ряда точек на них (рис. 43). Провелем 
прямые а==АА', 6=88', с==СС', затем какую-нибудь прямую &”, пе- 
ресекающую пряхые а, 6, с, но отличную от - 
прямых м, Ш, наконец плоскости а==аи", 
В==6и", тЕЕСИ”. Точки А, В, С ряда ци 
соответствующее точки А’, В', С’ряда и’ ле- 
жат на одних и тех же плоскостях а, 3, 1 
пучка ш”. Если вообще считать соответ- 
ствующими Такие точки рядов и, &’, кото- 
рые лежат в одной н той же плоскости 
пучка и", т. е. точки пересечения прямых и, 
Ш с одними и теми же плоскостями пучка и", 
то такое соответствие булет перспектив- 
ностью. Отсюда следует, что рассматривас- 


АВС \ 
Е сть эта пер- 
мая просктивность ( А'В с) ие р 


спектнвность. Это знанит, что любые две со- 
ответствующие. точки О, С" рядов в, и’ суть Рис. 43. 

точки пересечения прямых и, м’ с какой-ня- 

будь плоскостью & пучка и”, т. е., что прямая 4==Р0”’ всегда пересе- 
кает прямую и". 

2. Пусть тенерь прямые #, #', иесушие на себе два проективных ряда 
точек, пересекаются, т. е. проходят через одну точку А ин лежат в одной 
плоскости @ (рис. 44). 

Если эти ряды перспективны между 

$ собой, то это значит, что они пер- 
снективны с одним и тем же пучком 
плоскостев илн прямых. Можно огра- 
иичиться вторым предположением, так 
как плоскость а пересекает нсякий пу- 
чок плоскостей, перспективный < ря- 
дами и, и, по плучку прямых, также 
перснективному с этими рядами. По- 
этому вод перспективностью рядов и, и' 
мы будем поннмать такое соответствие, 


АИ % когда соответствующими — считаются 
о у’ у а точки пересечения этих рялов © одними 
и земи же прямыми некоторого пучка 

Рис. 44. прямых, центр которого лежит в пло- 


скости 2, по не на прямых цв, и’. 

Если ряды м, и’ перспективны, то точка пересечения прямых. &, #' 
сама себе соответствует, так как прямая, соединяющая эту точку © цеп- 
тром пучка, пересекает в этой точке обе прямые ш, м’. Остается дока- 
зать, что это условие не только необходимо, по и достаточно для того, 
чтобы проективность между рядами точек была перспехтнвностью. Пред- 
ноложим, что точка пересечения прямых и,’ сама себе соответствует в’ 
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ланной проективности между рядами и, и, и обозначим ее через А как 
точку ряда и, и через А’ как точку ряда и’. Пусть будут ВВ', СС’ еще 
две пары соответствующих точек. Проведя прямые 6 == ВВ’, в = СС' най- 
дем точку $ == с. Прямые а == $А == 5 А’, Б, с пересекают прямые д ии' 
соответственно в точках А, В, Си А', В', С’. Следовательно точки А, 
В, Си А', В', С'’ расположены так, как если бы рассматриваемая проек- 
тивность между рядами ии и' была перспективностью с. центром пер- 
спективы 5. Следовательно‘ рассматриваемая проективность и есть эта 
перспективность, т. е. всякая прямая 4, соединяющая две точки О, О’, 
соответствующие друг другу в рассматриваемой проективности, проходит 
через точку $5. | 

Предоставляем читателю рассмотрение случаев 3, 4, 5. 

62. Пусть будут ОХУЕ, О'Х'У'Е' (рис. 45—46) системы отсчета 
координат точек на плоскостях у, У. Неодноролные координаты каких- 
нибудь точек М, М’ плоскостей у, у будут соответственно: 


х = 7(ОХМЕ), у== Х (ОУМЕ), 
х=У(ОХМ'Е) у=хХ(ОУМЕ’). 


у! 


.й 


т! 


У 
Рис. 45. Рис. 46. 


Мы должны рассмотреть такое соответствие между точками плоско- 
стей у, У’, при котором соответствующие точки М, М’ имеют равные 
координаты; 


х=х, у=у. 


Заметим прежде всего, что наше определение теряет смысл, когда 
точка /М совпадает с одной из точек Х, У, или точка М’ совпадает с 
одной из точек Х”, У. Например, когда точка М совпадает с точкой Х, 
прямая Х/М становится’ неопределенной, а потому становится неопреде- 
ленным и значение двойного отношения Х(ОУМЕ)==у. Кроме того, для 
всех прочих точек прямых ХТ, ХУ’ обе координаты обращаются в 
бесконечность, и мы должны были бы поэтому считать всякую точку 
прямой ХУ соответствующей всякой точке прямой Х’У’. Эти затрудне- 
ния отпадают, если применим второе определение рассматриваемого со- 


ответствия — пропорциональность однородных координат соответствую- 
щих точек. Уравнения 


чех. # зы, } ой . 17 
АР, №=0%., №=254; 
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для точек АМ, М’, не дежащих на прямых ХУ, Х’У", для которых м, Х1, 


не равны нулю, дают 
; 


ар Ах. 
ав ий: абс 
или 
х=х, у=у, 


как и прежде, но они сохраняют смысл и для точек М, М', лежащих на 
прямых АИ, ХУ, н устанавливают между ними определенное соответ- 
ствие. Для этих точек х ==; ==0 м остаются только уравиения: 


д ый й ее ‚ 
ОЕ КЕ: 


Когда точка Л{ совпадает с какой-либо точкой прямой ХУ, то мы имеем 


или, как легко убедиться, 
О{ХУМЕ) = О’(ХЕАГЕ. 


Так как послелние двойные отношения всегла имеют определенные 
значепия для точек АТ, АГ прямых ХУ, Х'И, то полученное уравнение 
всегда имеет смысл и устававлинает между точками эгих прямых вполне 
определензое одно-однозиачное соответствие. Впрочем это уравьение 
можно переписать и в виде 


и следовательно мы можем попрежнему пользоваться для определения 
рассматриваемого соответствия неоднородными координатами, если только 


у 
условимся рассматривать отношения г, на как коордннаты точек м, 


Л прямых ХУ, ХУ’, считая точки М, М соответствующими, когда отно- 

и 

шения г г равны. 

ТС 
Координаты х, х’ можно рассматривать как коорлинаты прямых УЛ, 
УМ’ в пучках У, У’. Равемство х=ох’ для соответствующих точек М, 
ЛИ показывает поэтому, что при олновременном движении соответствую- 
щих точек М, М’ прямые УМ, КМ” описывают вокруг точек У, У’ ироек- 
тивные пучки. Аналогичное заключение получим для прямых ХА, хм 

О 


из равенства у=у" и для прямых ОМ, О’АМ' из равенства =, . Прн 


этом мы времезно оставляем в стороне тот случай, что какие-либо из 
р 
. 1 
координат х=х', уу’, а остаются постоянными при движении 
точек М, А". 
Предположим тенерь, что точка М описывает ряд точек на прямой 7, 
не проходящей через точки Х, У. Тогда прямые УМ, ХАЙ описывают 


пучки, перснективные с этих рядом и следовательно между собой. Пря- 


гу 


О чьи 
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мые УЛ’, ХМ’ описывают пучки, соответственно проективные пучкам 
(УМ), (ХМ) и следовательно проективные между собой. Но нетрудно 
убедиться, что эта проективность между пучками (У’/’), (Х'М’) есть 
перспективность. Действительно, когда точка /М достигает прямой ХУ, 
прямые УЛ, ХМ совпадают с прямой ХУ, прямые УМ’, Х’М’ совпа- 
дают поэтому с прямой Х"У’ и точка /М’ достигает прямой Х’У’. Таким 
образом прямая ХУ’, соединяющая центры проективных пучков (ХЛ), 
(УМ’), соответствует сама себе и следовательно пучки (ХМ), (УМ’) 
перспективны. Иначе говоря, точка ЛМ’ описывает ряд точек на некото- 
рой прямой #1’. 

Ряды точек т (М) и т (№М') проективны между собой, так как они 
перспективны соответственно пучкам (УМ), (ХМ) и (УМ, (ХМ°. 

Если точка /М описывает ряд точек на прямой т, проходящей че- 
рез одну из точек У, Х, например через точку У, то прямая УМ все 
время совпадает с прямой т, и координата х остается постоянной. По- 
этому и координата х’ остается постоянной и прямая У’М’ все время 
совпадает с некоторой прямой 2’, проходящей через точку У’, т. е. точка 
М’ описывает ряд точек на прямой т’. Если прямые 2, т’ не совпадают 
с прямыми ХУ, ХУ, то прямые ХМ, Х'М'’ описывают в то же время 
пучки, перспективные с рядами 22 (/М), т’ (М') и проективные между со- 
бой, откуда следует, как и в предыдущем случае, что ряды (М), 
т’ (М') проективны. Если наконец прямые и, и’ совпадают с прямыми 
ХУ, ХУ’, то проективность рядов т (М), т’ (М) вытекает из проектив- 
ности перспективных с ними пучков (ОМ), (О0'М'). . 

Итак, ряду точек 2 (/И) плоскости у всегда соответствует проектив- 
ный ряд точек и’ (/М”) плоскости у’. Тем самым всякой прямой т пло- 
скости у соответствует определенная прямая /м’ плоскости У’. При этом 
прямым 2, проходящим через определенную точку М, соответствуют 
прямые, проходящие через соответствующую точку М’, т. е. пучку пря- 
мых /М (т) плоскости у всегда соответствует пучок М' (71') плоскости у’. 
Легко убедиться, что это соответствие есть также проективность. Если 
и, и’ — какие-нибудь соответствующие прямые, не проходящие через точки 
М, М'и М, № — какие-нибудь соответствующие точки прямых и, и’, то 
прямые ММ, ММ будут соответствующими прямыми 11, и’ пучков М (т), 
М' (т’). Когда точки № № описывают проективные ряды и(№), и' (№), 
прямые 12 == ИМ, и’ = М № описывают пучки М (т), М’ (т’), перспек- 
тивные с рядами п (№), п’ (№) и следовательно проективные между со- 
бой, что и требовалось доказать. 

Мы видим таким образом, что рассматриваемое соответствие между 
точками двух плоскостей приводит к соответствию между лежащими на 
этих плоскостях плоскими системами, так как не только точки соответ- 
ствуют точкам, но и прямые прямым. 

Чтобы доказать существование соответствия этого рода, в котором че- 
тырем произвольным точкам плоскости у, не лежащим по три на одной пря- 
мой, соответствуют четыре произвольные точки плоскости У’, также не лежа- 
щие по три на одной прямой, достаточно, как и в задаче 60, показать 
в дополнение к изложенному, что точки О, Х, У, Е соответствуют по по- 
рядку точкам О’, Х', У’, Е', т. е. имеют равные координаты, или, в 0со- 
бом случае, равные отношения координат. Но легко убедиться, что мы 
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имеем Х==х’ 0, у==у’ =0 для точек О, О’; х==х' =1, у=у =1 


р у 
для точек Е, Е’ > —-. —0 цля точек р о рак Ви для точек 
5 58 вый 
У, У, что и доказызаег наше утвержденне. 
Покажем теиерь, что опрелеленное таким образом соответствие еднн- 


ствепно. Дня этого, как и в зацаче 60, нула:о удостовериться, что за- 
мена систем отсчета ОХУЕ, О'ХУ’Е' повыми системами отсчета ОХУЕ, 


О'Х'У’Е‘, составленными из соответствующих точек плоскостей у, у', не 
нарушает равенства координаг соответствующих точек М, АТ, или, в 
особом случае, равеиства нх отношений. Но это ясно из того, что но- 
вые координаты точек М, АГ и их отношения представляют собой двой- 
ные отношения соответствующих примых плоскостей у, у’и следовательно 
равны в силу проективкосги соответствующих пучков. 

По аналогячной причине соответствующее прямые 77, т’ плоскостей 
У, У будут иметь равные коорданаты и отношения координат по отию- 
шению к любым двум системам отсчета охуе, о'х’уе’, составленным из 
соответствующих прямых, откуда ие представляет затруднения вывестя, 
что то же самое соответствие межлу плоскими системами %, У можно 
пывести. рассуждая двойственным образом, из соответствия межлу пря- 
ными этях плоских систем. 

63. Нужно считать точки А1 системы у соответствующими прямым и’ 
системы у’, есля равиы их коорданаты по отлошению к некоторым си- 
стемам отсчета ОХУЕ и о’х’у’е' или отношения эгих координат для 
точек, лежащих на прямой ХУ, и для прямых, проходящих через точку 
ху. Тогла рядам точек т (М) системы у булут соответствовать проек- 
тивные пучки прямых ИМ (т!) системы У, и следовательно прямым т 
системы у— точки ЛГ системы у', а потому и пучкам АГ (т) системы у— 
проективные ряды 27” (1) системы У. Соответствие этого рода опреде- 
ляется заланисм четырех точек одпой из систем, не лежащих по три на 
олной прямой, соответствующих каким-нибудь четырем прямым другой 
системы, не проходяшим по трн через одну точку. 

64. Отметим только, что в коллинеарности межпу двумя связками 
прямым соответствуют прямые и плоскостям плоскости, а в коррелягив- 
ности прямым соответствуют плоскости, а плоскостям прямые. 

65. Первая из предложенных теорем вытекает из того, что лвойные 
отношения соответствующих элементов в персисктивных совокуппостях 
2-ой ступени равны. 

Вторую теорему мы докажем для двух плоских систем; доказатель- 
ство для двух связок внолие аналогично. 

Пусть будут в, =’две плоскости, несущие на себе коллинеарные пло- 
ские системы; обозначим черзз и линию пересечения этих плоскостей. 
Если коллинеарность между системами г, г’ есть перспективность, то 
всякая точка прямой и соответствует в этой коллинеарности сама себе, 
так как прямая, соединяющая эгу точку с центром связки $, перспек- 
тивной с обенми системами г, =, пересехает в этой точке обе плоскости. 

Нужно доказать, что и обратно, ссли все точки прямой & соответ- 
ствуют сами себе в коллинсарности между плоскостями в, е’, то эта кол- 
линеарность есть перспективность. Для этого нужно ноказать, чго все 


— = —.--— ниашиенььны 


————————3—ц—— 


218 ПРОЕКТИВНАЯ ГЕОМЕТРИЯ 


прямые, соединяющие соответствующие точки плоскостей в, &’, не лежа-. 
щие на прямой и, проходят через одну точку. Пусть будут А, В какие- 
нибудь точки плоскости =, не лежащие на прямой и, и А’, В’ — точки 
плоскости =’, соответствующие им в рассматриваемой коллинеарности и 
потому также не лежащие на прямой и. Так как’ прямые АВ, А’В’ со- 
ответствуют друг другу, и прямая и соответствует сама себе, то точки 
пересечения прямых АВ, А’'В’ с прямой и соответствуют друг другу и 
следовательно совпадают. Таким образом прямые АВ, А’В’ пересекаются 
на прямой и и следовательно лежат в одной плоскости. Поэтому и 
прямые АА’, ВВ’ лежат в той же плоскости и следовательно пересе- 
каются. 

Итак, прямые, соединяющие соответствующие точки плоскостей в, =’, 
не лежащие на прямой и, попарно пересекаются в одной точке. Пусть 
будут АД’, БВ', СС’ три такие прямые, не лежащие в одной плоскости; 
чтобы получить такие прямые, достаточно взять точки А, В, С не ле- 
жащими на одной прямой. Так как прямые АА’, ВВ', СС’ попарно пе- 
ресекаются и не лежат в одной плоскости, то они пересекаются в одной 
точке. Действительно, прямая АД’ должна пересекать прямые ВВ’, СС’ 
в одной и той же точке, ибо в противном случае она проходила бы 
чёрез две точки этих прямых и лежала бы в их плоскости, вопреки усло- 
вню. Через ту же точку $5 должна проходить и всякая другая прямая, 
соединяющая две соответствующие точки М, М’ плоскостей ве, =’, так 
как она не лежит в одной плоскости по крайней мере с двумя парами 
из прямых АД’, ВВ', СС’. Таким образом теорема доказана. 

66. Решение этой задачи вполне аналогично. решению задачи 62, 
но значительно длиннее его. Ограничимся приведением результатов. 

Проективное соответствие между двумя пространственными системами 
может быть коллинеарным и коррелятивным. В первом случае точкам 
соответствуют точки, прямым — прямые, плоскостям — плоскости. Во 
втором случае точкам соответствуют плоскости, прямым — прямые, пло- 
скостям — точки. Инцидентным элементам одной системы всегда соответ- 
ствуют инцидентные элементы другой. Соответствующие друг другу сово- 
купности 1-ойи 2-ой ступени проективных пространственных систем всегда 
проективны. `Проективность между двумя пространственными системами 
однозначно определяется заданием пяти пар соответствующих элементов, 
которые могут быть точками или плоскостями, причем точки не должны 
лежать по четыре в одной плоскости, а плоскости не должны проходить 
по четыре через одну прямую. 


ГЛАВА Ш. 


67. Спроектируем проективные рялы точек и (АВС...), ц' (А'В'С'...) 
соответственно из точек А’, А (рис. 47). Проектирующие пучки прямых 
А' (АВС...), А(А’'В'’С'...) проективны, и в этой проективности прямая 
А'А==ААД' соответствует сама себе. Следовательно пучки А’ (АВС...), 
А(А’В’С’...) перспективны, т. е. перспективны с одним и тем же рядом 
точек р (А.В, С....). 

68. Если проективность между рядами точек на пересекающихся 
прямых и, и’ задана тремя парами соответствующих точек АД', ВВ’, СС', 
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то мы можем построить прямую р, несущую ряд точек {А,В.С!...), пер- 
спективный с рядами и (АВС...), и’ (А'В'С'...), соединяя точку пнерссече- 
ния 8, прямых А’'В, АЗ’ с точкой пересечения С, прямых А’С, АС". 
После этого, проектируя любую точку Р ряда и на прямую р из точки 
А’, а затем проектируя полученную точку Р, из точки А. на прямую ВР. 
мы получим точку О’ ряда и’, соответствующую точке Д ряла и. 

69. Применяя. постросние пре- 
лыдущей задачи к точке О==ни', 
найдем, чго точке О, рассматри- 
васмой как точка ряда и, соответ- 
ствует в ряде и’ точка РЕЕШ’р, и 
что той же точке О, рассматривае- 
мой как точка ряда в’, соответ- 
ствует в ряде и точка РЕЕШр- 
Так как ряны м, =’ предполага- Гис. 47. 
ются не перспективными, то точки 
Р, Б' отличны от точки О и следовательно различны между собой. По- 
этому ноложение прямой р вполне определяегся положением точек Я 
Р’, которое не зависит от выбора пары соответствующих точек рядов 
и, и, принимаемых за центры проекций. 

70. Пусть будет АВСОЕЕ шестиугольник (рис. 48), у которого 
вершины Д, С, Е лежаг на ирямой и, а вершины В, О, Р— на прямой и, 

пересскающейся © прямой м. Рас- 
и смотрим проективность между ря- 
дами и, #', в которой пары проти- 
воположных вершин шестнуголь- 
ника АО, ВЕ, СЕ были бы парами 
соответствующих точек. По пре- 
дыдущему, пары прямых (АВ, ОЕ), 
(АР, ОС), (ВС, ЕР) писресекаются 
в трех точках, лежащих на одной 
прямой р. Но эти пары прямых 
суть пары противоположных сто- 
рои шестиугольника, что и дока- 
зываст теорему. 

71. Оси коллинеации р проек- 
тивных рядов точек м (АВС...), 
и (А’В'С'...) соответствует по 


р прницииу лвойственности на пло- 
скости центр коллинеации Р проек- 
Рис. 48. тивных пучков прямых Е (а65...), 


(7 (@5е..). На рис. 49а) пока- 
Зано построеняе центра коллинеации Р но трем парам соответствующих 
пряхых аа’, 58’, сс’ пучков 4 (и построение прямой &' пучка {, 
соответствующей прямой 4 пучка @. На рис. 496) показан шестнсто- 
рониик афс@е, стороны которого попеременно проходят через дпе 
точки С, (7. Прямые, соединяющие противоположные вершины такого 
шестисторонника, должны прохолить через одну точку Р. Читатель сам 
проведет все необходимые рассуждения. 


%ь + 


ч ‚- . “ 
_ —,..-------- ыы -——-- 
- $ 
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72. Пусть будут 
х== ОРЛЕ). Хх =(ОХАЕЕ 


координаты соответствующих элементов М, М’ по отношению к соот- 
ветствующим системам отсчета ОХЕ, О'Х'Е’. По определению проектив- 
ности имеем зависимость: | 


Если обозначим через х,, Хх», х, х коорлинаты элементов О’, Х’, 
Е', М'’ по отношению к системе ОХЕ, то найдем 


хх" — © — Хо) (х — =) Е 
(Х — Хе) (м, — №) 


Рис. 49. 


и зависимость между координатами х, х элементов М, М’ по отноше- 
нию к одной и той же системе ОХЕ будет следовательно 


„— @—%) бя — ме) 


(х — Хо) (м! — №) 
или кратко 


Элемент /М будет ‘двойным элементом, когда он совпадает с элементом 


М’, т. е. когла х==х. Поэтому координаты двойных элементов /М суть 
корни уравненья 


Х — № 
Я 
Х — Хо 
ИЛИ ! 
2 — (Р-- Хо) х-- Ех, =0. 
= 


Отсюда найдем лва двойных элемента, которыз могут быть веществен- 
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ными различными, вощественными совпадающими и мнимо сопряженными 
в зависимости от того, будет ли дискрямннаит уравнения 


А (Ех, — 4х, 


положительным, равным нулю нля отрицательным. 

73. Пусть булут х, х’— два мнихых числа. Согласно условию |, их 
можно рассматривать как координаты лвух мнимых элементов М, ЛГ 
по отношению к двум системам отсчета ОХЁ, О'Х'Е' в дзух совокуп- 
ностях 1-ой ступени 4, и. Велн между этими созокупностями установлена 
проектненость, в которой сисгсмы ОХЕ, О’М'Е’ соответствуют друг 
другу, н числа х, х’ равны, то согласно условию Ш мнимые элементы 
М, М’ считаются соответствующими пруг другу в этой проективности. 
Если заменим системы отсчета ОХЁЕ, = Е’ другими соответствующими 


снстемамн отсчета ОХЕ, О'ХЕ, новые координаты х, х’ двух 
веществениых элементов М, ант через старыс координаты х, 
Х’ тех же элементов формулами 


0 =— Хо) (м! — Хе). = __ — ху) (т — хо) 


а 


где Хо, Х», Хх, — старые коорлинаты точек ©, ХВ ж%, Хо, УЖЕ 
старые координаты точек О', Х, Е. Так как точки О, Х, Еиб, 
Х, Е’ соответствующие, то кы имеем: 


ЖЕ, ДМ 
и гредыдущие формулы можно переписать в виде: 


и) моих 


ых (Хх — м) (х, — хо) $ р (хх — хе) —х, : 


Согласно условню П, теми же формулами выража:отся коордикаты я хх 
мнимых элеменгов АМ, /1' через их старые коордиматы х, х’. Так. как для 
элементов ЛМ, М’ имеем х=х’, то из этих формул следует, что и 
х-==х. Таким образом, определение [[ соотаетствия мнимых элементов 
в проективных совокупностях 1-ой ступели не зависит от выбора’ систем 
отсчета в этих совокупностях. 

. Определение 1У инцидентности мнимых элементов разнородных сово- 
купностей 1-ой ступени основано на соотпетствни их в исрсиектияности 
между этими совокуиностями. Так как персиективиость есть частный 
случай проектизности, то и это определение не зависит от выбора систех 
отсчета. 

Из доказанного ясно, что рассуждения прелылущей задачи применимы 
не только к вещественным, но и к мнимым элементам, что и оправды- 
вает применепие к мичмым элемситам результатов этой задачи. 

74. Пусть будет Ё точка ряда ы, абсцисса которой равиа 1, и пусть 
будет & == с — абсцисса соответствующей точки Е’ ряда #'. Коорди- 
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наты точек М, М’ по отношению к системам отсчета ОХЕ, Х'О’Е 
будут: ‚ 
(ОХМЕ) =оОМ, (ХМОМ'Е’)=(ОХЕМ’ НИЕ 
Так как системы ОХЕ, Х'О’Е’ — соответствующие, то эти координаты 

равны, откуда и получаем 


ОМ - ОМ! =Е == ©. 


При построении двойных элементов проективности на прямой по 
данным точкам О, О’и отрезку с следует различать случаи & = си 
ЕЁ —=— С° (рис. 50 а) и 6). Пусть Е==-- с*. Тогда отрезки ОМ, О’М' 
направлены ‘одинаково, и условие ОМ- О'М ==? для двойной точки 
показывает, что касательная из двойной точки к какой-либо окружности, 
проходящей через точки О, О’, равна отрезку с. Построим какую-нибудь 
окружность, прохолящую через точки О, О’. Например построим окруж- 
ность на отрезке ОО’, как на диаметре. Геометрическое место точек, 
лежащих на касательных к этой окружности на расстоянии с от точек 


4) 


Й 


д 0 0’ В ФА АВ В’ 
Рис. 50. 


касания, есть концентрическая окружность. Для построения этой ‚окруж- 
ности достаточно построить одну точку ее, что можно сделать, построив 
перпендикуляр длины с к данной прямой в точке О. Точки пересечения 
А, В этой окружности с данной прямой и будут искомыми двойными 
точками. Мы видим, что они расположены по разные стороны от отрезка 
ОО’ на равных расстояниях от его концов. Пусть теперь Ё = — с*. 
Тогда отрезки ОМ, О’М' имеют противоположные направления, и усло- 
вие ОМ. О'М== — с* или ОМ. МО' =с* для двойной точки показы- 
вает, что отрезок перпендикуляра к данной прямой в двойной точке до 
пересечения с окружностью, описанной на отрезке ОО’, как на диаметре, 
равен отрезку с. Отсюда вытекает следующее построение: построив 
окружность на диаметре ОО’, проводим прямую, параллельную данной 
прямой, на расстоянии с от нее; из точек пересечения этой прямой 
с окружностью опускаем перпендикуляры на данную прямую; основания 
А, В этих перпендикуляров и будут искомые двойные точки. Мы видим, 


что при с < ОО’ = а получим две двойные точки внутри отрезка ОО' 


на равных расстояниях от его концов, при с=а эти точки сливаюгся, 
при с›>а двойных точек нет. Так обстоит дело, если ограничивать рас- 
смотрение вещественными двойными точками, но мы уже знаем, что когда 
нет вещественных двойных точек, то имеется две мнимо сопряженных. 


ы. 
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Итак, гиперболическую проективность получаем прн #0 и при 
<< а®, параболическую при и —а* и залиптическую при А > ай. 
Первые ‘два неравсиства можио заменить одним, <, и условием 
ЕО. 

75. При обозначениях прелыдущей задачи, имеем (ОХМЕ) = ОМ; 
О'ХМЕ' = О'М': В. Из равеиства этих величии получаем уравнение 


О'М: ОМ = Е. 


Если ряды #, и’.лежат на одной прямой, то одна двойная точка ссть 
бесконечно удаленная точка этой прямой, а другая делит отрезок 00' 
п отношении == 2: п. Если В -Е 1, то эта точка конечная; тогда се 
можно принять за начало отсчета обеих абсцисс, и завнсимость между 
ними примет вид 

ОМ! : ОМ=А, 


так что, предполагая обозначения выбранными так, что >> 1, ряд и’ 
получается из ряда & посредством однородного растяжсиня- Если А =1, 
то и вторая двойная точка бесконечио улёлсниая, и мы получаем пара- 
болическую проективность. Так как в этом случае имеем 

О'М=0мМ, : 


то получим 
ММ’ = ОО' == 2а, 


т. е. рял м’ получается из ряла и посредством перемещения на отрезок, 
по величине и знаку равный 24. 

76. Пусть будут и, и’ — две совмешеиные совокутиостн 1-ой ступени, 
и пусть элеменгу А как васменту совокуиности # соответствует отлич- 
ный от него элемент В как элемент. совокупвоств и, и элемситу Л как 
элементу совокунности и’ соответствует тот же элемсит В как элемент 
совокупности и. Пусть, далес, какому-пибудь элементу С как элементу 
совокупности & соответствует элемент 1) как элемент совокупности и". 
Мы должны доказать, что элементу С как элементу совокупности & 
соответствует тот же элемент ДР как элемент совокуплости и. Иока это 
не доказано, обозначим элемент совокупностн и, соответствующий эле- 
менту С совокупности ц', через Е. Тогла элементам А, В, С, Е совокуп- 
вости-м соответствуют по порядку элемситы В, А, О, С. Саедовательно 


(АВСЕ) = (ВАБС), 
откула 
(АВСЕ) =(АВСБ) 


и следовательно Ё совпадает с О, что и доказывает первую теорему. 
Пусть будут АВ, СП — две пары элементов совокупности 1-ой ступенв, 
пе имеющие общих элемеятов. Мы должны доказать, 4-0 существует одна 
н только одна инволюция, в которой эти лве пары элементов будут 
парами соответствующих элементов. Такая инволюция есть проективность, 
в которой элементам А, В, С, рассматриваемым как элементы одной из 
инволюторных совокупностей, соответствуют элементы В, А, О, рассмат- 
ривасмые как элементы второй из инволюторных совокупностей. Но такая 
проективность существует и притом только одна, потому что по условию 


РА 
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элементы А, В, С различны между собой, так же как и элементы В, 
А, О. Этим доказана и вторая теорема. 

Пусть будет А — двойной элемент инволюции и ИМ’ — какая-нибуль 
пара соответствующих элементов. Тогда элементам А, М, М’ одной из 
инволюторных совокупностей соответствуют по порядку элементы Д, М’, 
М другой, а потому элементу первой совокупности, гармонически со- 
пряженному с элементом А относительно элементов М, М', соответствует 
элемент второй совокупности, гармонически сопряженный с элементом АД 
относительно элементов М, М. Но эти элементы совпадают и следо- 
вательно образуют двойной элемент В, отличный от двойного элемента А. 
Этим доказана третья теорема. 

77. Если бесконечно удаленная точка не двойная, то ей соответствует 
одна и та же конечная точка, к которой бы из инволюторных совокуп- 
ностей мы ее ни причислили. Поэтому точки О, О’ задачи 74 совпадают, 
и выведенная там зависимость между абсциссами соответствующих точек 
М, М’ принимает вид 

ОМ - ОМ' == с. 


Если бесконечно удаленная точка двойная, то вторая двойная точка О 
конечная. Соответствующие точки М, ММ’ гармонически сопряжены отно- 
сительно бесконечно удаленной точки и точки О, т. е. симметричны 
относительно точки О. Поэтому ОМ = — ОМ' или 


ОМ -|- ОМ' = 0. 


78. Требуемые зависимости легко выводятся из частного случая, рас- 
смотренного в предыдущей задаче, по методу проекций. Но можно 
получить их и непосрелственно. Чтобы получить первую зависимость, 
примем за элементы О, Х системы отсчета какие-нибудь два элемента, 
соответствующие друг другу. Тогда получим 


(ОХМЕ) = (ХОМ'Е') = (ОХЕ'М') = (ОХЕ'Е): (ОХМ'В), 
откуда 
(ОХМЕ) . (ОХМ'Е) = (ОХЕ'Е) 
ИЛИ 
Хх ЕЕ а. 


Чтобы получить вторую зависимость, примем за элементы О, Х двой- 
ные элементы. Тогда получим 
(ОХМЕ) = (ОХМ'Е’) =(ОХМ’Е) + (ОХЕ'Е). 


Но (ОХЕ'Е) = —1, так как точки Е", Е гармонически сопряжены отно- 
сительно точек О, Х. Таким образом 


(ОХМЕ) =— (ОХМ'Е) 
ИЛИ 


} я 


Хх —=—х. 1 


79. Пусть будут (АММ...), (АМ'М№...) два проективных ряда на пря- 
мой п с общей точкой А (рис. 51). Проектируя ряд и(АМ'М№...) на 
какую-нибудь другую прямую 9, проходящую через точку А, из какой- 
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ныбуль точки 5$, получим ряд ©(АМ"М№"...), перспективный с рядом 
#(АММ...), так как эти ряды лежат на различных прямых &, © и имеют 
общую точку А. Пусть булет Т центр пучка, перспективного с обонмн 
рядами. Соответствующие точки рядов и(АММ...), и (АММ...) суть 
проекоин одних и тех же точек ряда ©(АМ"№"...) из центров $ и Ги 
могут совиадать только в двух случаях: когда проектирующие прямые 
проходят через точку А ==, и когда эти 
прямые совпадают. Таким образом, кроме 
точки А, двойной точкой может быть 
только точка пересечения В прямой 5Г 
с прямой и. Проективность будст гипер- 
болической или параболической в зависи- 
мости..от того, отлична ли точка В от 
точки А, или совпадает с ней. 

80. На прямой зу отмечены, кроме двой- 
вой точки В, еще только точки $ и Г. На Рис. 51. 
прямой ® отмечены, кроме двойной точки А, 
еше только точки М” и №". Следовательно при перемене ролей прямых 
9, ® точки 5, Ги ЛГ, №" должны поменяться ролями. Действительно, 
точки Т, $ — суть олновременио ироекция точек М, АГ из точки ДГ” 
н точек № № из точки №'. Отсюда следуст, что точка А есть вторая 
двойная точка просктивности между рядами (В1А...), (ВММ...), что 
и требовалось доказать. 

81. Пусть будут А, 8 двойные точки гиперболической или парабо- 
лической проективности между рядами и, и’ па одной прямой, и пусть 
точкам Л, № одного ряда соответствуют в этой проективности точки 
М’, № другого ряла. Согласно предыдущей задаче, на той же прямой 
существует лругая проективность с теми же двойными точками А, В, 
в которой точкам ЛМ, ЛГ одного ряда соотвегствуют точки №, № дру- 
гого ряда. Отсюда находим 


(АВМАГ) = (АВММ). 


Иначе говоря, (АВМА!') остается постоянным, когда точки М, М’ одно- 
временно описываюг первые дза проектявных ряза, что и требовалось 
доказать. Впрочем в случае параболичсской проективности результат 
очевиден, так как 

(АВММ') = (ААММ) = 1. 


Применяя метод проекций, мы вправе считать точку В бесконенно 
удалениой, так как вссгда можно сироектировать фигуру так, чтобы 
проекция этой точки была бесконечно удалеиной, а значения лвойных 
отношений в проекции сохранизот прежние значения. Точку А можно 
считать конечной, так Как случай параболической проективности только 
что рассмотрен непосредственно. Тогда 


(АВММ') =АМ: АМ. 


Но согласно задаче 75, где точка А обозначена черсз О, это отношение 
постоянно. 


Гвометрун, 4. № 
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82. Если двойные точки мнимы, то можно рассуждать так: имеем 
(АВММ) = (АВМ'М№), 


ИЛИ 
(АВМЕ) _ (АВМ'Е). 
(АВМЕ) _ (АВМЕВ)’ 
отсюда 
(АВМЕ) _ (АВМЕ) 
(АВМ'Е) `` (АВМЕ)’ 
ИЛИ 


(АВММ') = (АВМ№), 


что и требовалось доказать. 

83. Рассуждение предыдущей задачи одинаково применимо к любой 
совокупности 1-ой ступени. | 

84. Пусть будут а, 6 — координаты двойных элементов А, Вих, х'— 
координаты каких-нибудь двух различных соответствующих вещественных 
элементов М, М'. Тогда инвариант выразится формулой 


Если проективность гиперболическая, то а, В — вещественны и раз- 
личны. Поэтому /[ вещественно и, как показывает второе его выражение, 
не равно 1. Если проективность параболическая, то / равно 1. Если 
проективность эллиптическая, то а, в — комплексные сопряженные. Поэтому 
Г как частное от деления двух комплексных сопряженных чисел есть ком- 
плексное число, модуль которого равен 1. 

Проективность будет прямой, если переменные х, х’ одновременно 
возрастают или убывают, и обратной, если при возрастании одной из 
переменных х, х’ другая убывает. Если проективность гиперболическая, 
и мы предположим для определенности, что а больше 6, то выражения 

а—х В а— 6 

р—х _ х— 6’ хх — х'— 8 
возрастают и убывают одновременно с переменными х, х’. Если их от- 
ношение / положительно, то эти выражения возрастают и убывают од- 
новременно, а потому и переменные х, х’ возрастают и убывают одно- 
временно. Поэтому при положительном /[ проективность будет прямая, и 
также убедимся, что при отрицательном / проективность будет обратная. 
Предположим теперь, что проективность параболическая, и выразим х’ 
через х по формуле задачи 72: _ 

о ЖИ 


& = —— и 


№ — Хо 


Уравнение, служащее для определения двойных элементов 
мия, 0 
имест в этом случае ДВОЙНОЙ корень а, и следовательно 
#-- Хо==2а; == а%. 


) 
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Отсюда 
2а—# ее 
ВН — ям ==: 
6= =) ‚ И Ь 
Замсняя х., х, этими выражениями, представим зависимость между 
хих' в виде 


откуда вилно, что при возрастанни х возрастает и х’. Следовательно 
параболическая проскгивность — прямая. Если проективность эллнитиче- 
ская, то проще всего воспользоваться предсгавленисм чисел а, б==а, х, Хх 
на комилексной плоскости (рис. 52). Най- =. 

дем: 


1 
а—х 2 а—х 
БИ 


тет? Вх ен 


откуда 
[= 2% (8—0), 


н следовательно 
1 
р 2 
== 12 / = соп5% 


Но 6—6" есть угол ири вершине Р’ тре- 
угольинка РАМАГ. 

Так как этог угол остается постоян- 
ным гри  одновремениом изменснии х, Рис. 52. 
х, то мы вилим, что х, х’ всегла изме- 
няются в одинаковом напразлеиии, н следовательно эллиптическая проек- 
тивность —- прямая 

о Просктивность будет инволюторной только при Х, равном — 1, так 
как только при этом условии элементы М, А! гармонически сопряжены 
относительно элементов А, В. Гигерболическая инволюцея есть обрагная 
проективность, так как /==—{ отрицательное число. Эллиптическая ни- 
волюция ссть прямая проективность, как всякая эллиптическая про- 
ективность. Угол @— 6’ в этом случае прямой, как показывает формула. 

Получаем слелующую классификацию. 

ГО и не=1; прямая геперболическая проекгивность. Опа не п1- 
волюторна. 

1—1; параболическая просктивность. Она прямая и ие ииволюторная. 


1<0 н не =—1; обратвая неинволюторная гинерЗолнческая про- 
ективо сть. 
1=—-1; инволюция. Она гиперболическая и обратная или эллипти- 


ческая и прямая. 

Г комплексное с модулем 1; прямая неннволюторизя эллилтическая 
проективность. 

Таким образом только значению / ==—1 соответствуют два различ- 
ных типа проективности с точки зрения признаков, указанных в задаче, 
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В остальных случаях значение /Г вполне определяет тип проектив- 
ности. 
85. Из равенства 


` 


(АВММ') = (АВМ№) 
вытекает равенство 
(АВММ') = (ВАММ), 


которое, в случае различных между собою А, В, показывает, что в ин- 
АВМ 
волюции ( ВА м) М, М соответствуют друг другу. 

86. На рис. 51 имеем полный четырехугольник $5ТМ"М№", пары про- 
тивоположных сторон которого пересекают ‘прямую и в парах точек 
АВ, ММ, ММ. Согласно предылущей задаче, эти три пары точек при- 
надлежат одной инволюции. Если задан полный четырехугольник и пря- 
мая в его плоскости, то мы можем рассматривать эту фигуру как рис. 51, 
введя соответствующие обозначения точек и прямых, так как при любом 
положении прямой она пересекает по крайней мере одну пару сторон 
четырехугольника в различных точках, и эти точки можно будет принять 
за точки А, В. Проверив все это на чертеже, читатель тем самым до- 
кажет теорему Дезарга. з 

Если дан полный четырехсторонник и точка в его плоскости, то в 
произвольной коррелятивности между этой плоскостью и какой-нибудь 
другой данной фигуре будет соответствовать полный четырехугольник и 
прямая в его плоскости. Трем парам точек пересечения прямой с парами 
противоположных сторон четырехугольника будут соответствовать три 
пары прямых, соединяющих ‹точку с парами противоположных вершин 
четырехсторонника, и из свойств коррелятивности ясно, что эти три пары 
прямых принадлежат одной инволюции, что и составляет двойственную 
теорему Дезарга. 

Если применим теорему Дезарга к случаю, когла прямая проходит 
через одну из диагональных точек четырехугольника, то полученную фи- 
гуру можно будет рассматривать как рис. 51 для случая параболи- 
ческой проективности, приняв эту диагональную точку за двойную точку 


.А= В. 


87. Если построим полный четырехугольник так, что две пары про- 
тивоположных сторон проходят через две заданные пары точек инволю- 
ции, а пятая сторона через заданную точку третьей пары, то шестая 
сторона пройдет через искомую вторую точку третьей пары. Построение 
применимо и в том случае, когда в одной из заданных пар или в обеих 
точки сливаются. В последнем случае построение превращается в по- 
строение четвертой гармонической точки к трем заданным. 

88. Построение ясно из задачи 79. 

89. Пусть будет А=В — заданная двойная точка параболической 
проективности, ЛИ’ — заданная пара соответствующих точек и. /— за- 
данная точка, к которой требуется найти соответствующую точку ЛМ. 
Согласно задаче 86, пары АВ==АА, ММ, ММ' суть три пары инволю- 
ции. Так как две из них заданы, а в третьей задана одна точка, то по- 
строение сводится к построению задачи 87. 

90. Предположим, что два ряда точек и, и’ подобны, и пусть будут 
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О, О’ какие-нибуль определенные конечные соответствующие точки н 
М, М’ — произвольные конечные соответствующие точки. Тогда по опре- 
деленио подобия имеем: 


О'М': ОМ = = соп%. 


Это соотношение показывает, как видио из задачи 75, чго подобие 
между двумя рядами точек есть проективность, в котороЯ бесконечно 
улаленные точки соответствуют друг другу. М обратно, такая проектив- 
ность есть подобие, как видно из той же задачи. 

Если два ряда точек и, и’ на одной прямой равны, то мы будем 
иметь при тех же обозначениях: 


ОМ === ОМ. 


При верхнем змакс равенство есть нараболнческая проективность с 
двойной точкой в бесконечности. При нижнем знаке равенство есть ин- 
волюция, одна из двойных точек которой ле- 
жат в бесконечности. Обратно, параболическая х 
проективность нли инволюция с двойной точ- п. 
кой в бесконечности ссть равенство. В первом 
лучае мы имеем прямое равенство, при кого- 
ром ряды м, и’ только смещены отпосительно 
друг друга на опредоленекой отрезок, во вто- 8 
ром случае мы нысем обратное равенство, кото- 
рое, как показывает уравнение, представляет 
собою сихметрию. 

91. Тангенс угла х, образуемого переменной 
прямой м пучка с какой-нибудь неподважной 
прямой о того же пучка, можно рассматривать р 1 
как обобщенную коордеиату прямой 171 по отно- рис. 53. 
шенню к сисгеме отсчета охе, где х- прямая 
пучка, перлендикулярная ко, и е— прямая пучка, образующая со их 


Е 


п 
угол —; (рис. 53). Действительно, 


— 
1 


го ба. ЗИ м ы? 74 _РМ-0Е — (охте) 
возр" ‚_ п\РОЛГ: РЕЗ Е 
с05 + 5-1. 


Если в двух равных пучках О, С” принять за вачала отсчета углов ©, ©’ 
соответствующие прямые о, о’, и напразления отсчета выбрать так, чтобы 
соответствующие переменные . ирямые ит, п’ олновремелно вращались в 
этих направлениях, то получим 


=, 


что н доказывает проективность пучков (Л &”. 
Предположим, что центры пучков &/, {/ совпадают, и разеиство их 
обрагаое (рис. 54). Пусть будут т, г’ две несовпадающие соответ- 
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ствующие прямые пучков 0, Г’ иа, 6 — биссектрисы угла тт’. Вра- 
щаясь в противоположных направлениях, прямые 27, т’ одновременно опи- 
сывают равные углы та, т’а, а также равные углы #6, т’Ь, и следовательно 
совпадут между собой в положениях а, 6. При этом они все время 
остаются симметричными относительно прямых а, 6. Мы видим, что об- 
ратное равенство совмещенных пучков есть симметрия, и замечаем также, 
что такая симметрия представляет собой гиперболическую инволюцию 
со взаимно перпендикулярными двойными прямыми. 

Предположим теперь, что равенство прямое. Тогда пучки И, (” про- 
сто повернуты относительно друг друга на некоторый угол. Действи- 
тельно, если обозначим через х, Ф'’ углы, образуемые соответствующими 
прямыми #7, 27’ с какой-нибудь неподвижной прямой о, то разность х' ие 
остается постоянной при одновременном вращении прямых 2, т’, 
так как при этом углы ©, ф’ одновременно возрастают или убывают на 

один и тот же угол, а именно, на угол, опи- 
санный прямыми 27, и’. Но разность 


7” равна углу пии’ между прямыми т, т’. Отсюда 
т. ©’ —Ф== 01$. ==“; № (© — 9) = а, 
п. +2 9’ — о 
А вить = а, 
т Еве “ 
ово 1 - са (во’ — 9) =0.' 
Рис. 54. 


Полагая Ф’ ==, найдем уравнение для опре- 
деления двойных прямых 
{03-1 =0. 


Действительно, так как прямые м, 7’ не совпадают, то а-Е 0, Нл...., 
и следовательно са -Е со, а потому произведение са (2%' — 5) =0 
при $'’==Ф. Из полученного уравнения находим угловые коэффициенты 
двойных прямых: 


ве 
92. Обозначим через а двойную прямую с угловым коэффициентом 2 
и через 6 двойную прямую с угловым коэффициентом —/. Имеем: 


фо о — 059 —{5те 089’ — {519 
1= (абти”) = Ве; Е вся : к ы 
ФЕ ЮФ -: с0$ф--Е5шф ° с08' |-13тФ 
РК а! : р 
— = 0 ($'-Ф)1 — тит 2 
В е 
или , 
тт = — 10 [. 


2 


Это и есть формула Лагерра. 

93. Пусть будет ОХУ декартова система координат на плоскости. 
В задаче 62 мы условились определять положение точки, лежащей на 
стороне ХУ координатного треугольника ОХУ, отношением координат 
у:х. В данном случае эти точки бесконечно удаленные, и отношения 
у:х суть угловые коэффициенты конечных прямых, проходящих через них, 
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Так как угловые коэффициенты изотропных прямых, проходящих через 
любую конечную точку, равны =Е& то все изотропные прямые проходят 
через бесконечно улаленные точки с координатами у: х==-Е фт. е. 
через две вполне определенные бесконечно удаленные точки. 

34. На рис. 52 залачи 54 мы имеем точку Р, изображающую ком- 
плексное число а, н пару соответствующих точек М, М’ проективностн 
на вещественной осн, лвойзые точки которой имет абоциссы а, а. Когда 
точки 11, ЛГ описывают проективные ряды на вензестненной оси, прямые 
РМ, РМ’ описывают проективные пучки вокруг точкн Р. На основании 
определения инцидентяости мнимых элементов, мы вправе отсюда заклю- 
чить, что мнимые двойные прямые проективности между пучками (Р.М), 
(РМ’) прохолят через мнимые двойные точки проективности между ря- 
дами (11), (Г), как это имеет место и в случае вещественных двойных 
элеменгов. Но указанные двой- 
ные прямые суть изотронные [1 х 
прямые пучка Р, так как проэк- 
тивность между пучками (2), 
(РЛГ) есть прямое равенство. 
Таким образом изотропные пря- 
мые пучка Р действительно про- 
ходят через точкн вещественной 


оси с абсциссами а, а. 

95. На основании предыду- 
щей задачи мы должны но- 
строить вещественные точки 
изотроиных ирямых, проходя- р’ 
щих через двойные точки за- 
данной проективности на веще- Рис. 55. 
ственной осн, т. е. такне точки Р, 
чтобы прн движении соответствующих точек ЛИ, ЛГ угол между прямыми 
РМ, РМ' оставался постоянным. Когда Л совпадает с О, то прямая РАГ 
становится параллельной вещественной оси, а когда /И' совпадает © О", 
то прямая РАМ становится параллельной вещественной оси (рис. 55). 
Таким образом ирямые РО, РО’ должны быть одинаково наклонены к 
прямой, проведенной через точку Р нараллельно вещественной оси, & 
нотому и к самой веществениой оси, т. е. треугольник ОРО’ должен 
быть равнобедрениым. Пусть середина № отрезка ОО" соответствует точке 
№. Тогда угол МРА" должен быть равен углу ХРО’. Поэтому угол О'Р№ 
должен быть равен ХР№==90°, т. е. треугольник О’РА" должен быть 
прямоугольным. Отсюда находим О’М. О'М =0О'Р%. С другой сто- 
роны, применяя уравнение ОМ. О'М' = —6* к точкам №, №, найдем 
ОМ- О'№ —=— 8, откуда О'М. О'М№ — 6%. Сравнивая последнее равенство 
с первым, нахолим О’Р==е. Таким образом построение точки Р сводится 
к лостроевию равиобедреиного треугольника с оснозанием ОО’ и боко- 
вой стороной с. ‘Так как просктивность эллинтическая, то с >а= 


1 ^ 
т ОО’, ин мы всегда найдем две точки ДР, Р’, симметричные относн- 


тельно вещественной оси, как и следовало ожидать. 


2 


=—— ль. 5%” 
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ГЛАВА 1\. 


96. 1. Пусть будут $, 5'— центры пучков, определяющих ряд 9-го 
порядка К. Прямой $'5 пучка 5’ соответствует прямая # пучка $, не 
совпадающая с ней, так как пучки 5$, 5’ неперспективны. Точка пере- 

сечения прямых 55 и Ё есть точка $ (рис. 56). Сле- 
{ довательно точка $ принадлежит ряду К, определяе- 
мому пучками 5, 5’. Далее, всякая прямая #2 пучка 5 
имеет с рядом А, кроме точки $, еще одну общую 
точку, а именно, точку пересечения / с соответ- 
ствующей прямой т’ пучка 5", и М совпадает с 5$ 
только тогда, когда из совпадает с Ё. Следовательно 
единственной касательной в точке 5 будет & Так же 
Рис. 56. убедимся, что точка 5’ принадлежит ряду К, и един- 
ственной касательной в точке 5’ будет прямая Ё 

пучка 5", соответствующая прямой 55’ пучка 5. 

2. Нам заданы три пары соответствующих прямых пучков $, 5’, а 
именно, прямым & 55'=0, 5А==а пучка $ соответствуют прямые 5'5=0, 
Г, 5 А=а’ пучка 5" (рис. 57). Вообще, по трем парам соответствуюших 


прямых двух неперспективных и несовмещенных пучков в одной пло- 
‘скости всегла можно построить центр коллинеации, а затем любое ко- 


личество пар соответствующих пря- 
мых, как показано в задаче 71. 
В ланном случае построение упро- 
щается тем, что заданы прямые {, 
{ пучков $5, $5', соответствующие 
прямой 55’==0, вследствие чего 
центр коллинеации есть просто 
точка Р = #. Поэтому построение 
ведется так: проводим через точку 
Р произвольную прямую т, и 
соединяем точку 5 с точкой 
№М= та’, а точку $'—с точ- 
кой №М==ма; прямые т == $М, 
т’ =5'№М будут  соответствую- 
щими прямыми пучков $5, 5”. 
Точка /И== ти’ будет точкой 
ряда, и меняя положение прямой 
т, пучка Р, мы можем получить Рис. 57. 
сколько угодно. точек /М. 

3. Соединим неподвижную точку А с переменной точкой /И, и 0боз- 


`начим через @/ и Ю точки пересечения прямой $5" с прямыми т, и АМ. 


Когда точка М описывает ряд А, прямая 21, описывает пучок (РМ) == 
= (РМ№), перспективный с обоими пучками ($№) и (5'М№), описываемыми 
прямыми 11, 1’; точка © описывает на прямой $5’ ряд (О), перспектив- 
ный с пучком (71,); точка Ю описывает на прямой $5" ряд (Ю), инволю- 
торный с рядом (&), ибо из построения видно, что точки О, А гармо" 
нически сопряжены относительно точек $, 5"; наконец прямая АМ опи- 
сывает пучок (А/М), перспективный с рядом (Ю). Итак, пучок (АМ) про- 


- -.=— — 
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ективен с рядом (Ю), яд (Ю)—с рядом (0), рял (@)—е пучком (ти), 
пучок (1) —с пучками (т) ==($1) и (в!) == ($'/1); следовательно пу- 
чок (АЛИ) проективен © пучками (5М) и (5'АГ), что и требовалось до- 


'казать. 


Белн А, А’ — какие-нибудь две точки ряда К, то по доказапному 
только что пучки (АМ), (А'/4) проективны пучкам ($14), (5'/!); сязло- 
вагельно пучки (ЛАТ), (А’АТ) проскгивны и межлу собой, и мы можем 
определить ряд А’ с помо:цью пучков (АМ), (А’АТ), вместо пучков {5.4), 
{$'А1), что и требовалось доказать, | 

4. Секуцая АМ Е= АЮ (рис, 57) превращастся в касательную в точке А, 
когда точка АИ созпадаст с точкой Л, т. е. когда прямая #1, совиадает с 
пряхой РА (рис. 53). Но тогда точка @ совпапает с точкой пересечения 
прямой РА с прямой 5$, и мы видим, чго касательная АЮ и прямая 
АР пересекают пряхую $5’ в точках А, @, гармонически сопряженных 
относительно точек $, 5'. 

5. Йо точкам $, 5', А и касатель- 
ным 5Р, 5'Р требуется построить ка- 
сатсльную АА. Для этого достаточно 
построить точку ©, гармонически сопря- 
женную с точкой пересечения © пря- 
мых ДЮ, $55' относительно точех 5, 5". 
Замечаем, что © есть одна из дкаго- 
нальных точек четырехсторонника, обра- 
зусмого прямыми 45, А5’, Р$, Р5, 
лежащих на двагонали $5’. Слелона- 
телыю А сесть яаторая диагональная 
точка, лежащая на диагонали 55’, 0г- Рис. 58. 
куда ясио, как ее построгть: стронм 
проекция С”, И точек 5, $5' из точки А соответственно на прямые Р5’, 
В$, и проволим прямую 6”; прямая СС" пересечет прямую 55' в точке Л. 
Остастся провести прямую АЛ, которая и будет искомой касательной. 

6. На рис. 53 имесм созер:ненио произвольный треугольник 55'А, впн- 
санный в рял А, и касательные в его вершинах. Из рассмотрения этого 
чертежа убежлаемся в справедливости предложениой теоремы. 

7. Пользуясь тем же рис. 58 ин считая точки $5, 5' пеподвижными 
и точку А, описывающей ряд А, мы должны докгзать, что точки Л, © 
описывают проективные ряды на пряхой Р$, и что точки М, (" описы- 
вают проективные ряды ва прямой Р5’. Рассмотрим например точки 
М, 0. Мы видим из чертежа, что нары точек Р.М, 50 ггрмонически 
сопряжены. Поэтому 


(ЗО ==—=1, 
а отсюда, на основании задачи 39, 
(РМО) =2. 


Отсюда нетрудно вывести, что соотзетствие между точками М, © 
есть проективеость © двойными точками Р, $ и нивариантом 1==2. 
Действительно, пусть ДТ, С некоторые определенные положения точек 


М, Ц. Тогда 
(РИ) = (Р$5МО)- 


-- = - = = == - ыы чт 


— ——-.[—ж——ы—ы---^-.-- 
* 


—. —щыь 


234 ПРОЕКТИВНАЯ ГЕОМЕТРИЯ 


Отсюда, на основании задачи 82, 
(РММ) = (Р5Ц0). 


Последнее равенство показывает, что точки М, И соответствуют друг 
другу в проективности, в которой точки Р, $5 — двойные. Равенство же 
(Р5МИ)==2 показывает, что инвариант этой проективности равен 2. 

8. Когда точка А описывает ряд А, прямые $А, 5'А описывают про- 
ективные пучки; точки (С, И описывают ряды, соответственно проектив- 
ные пучкам (5А), (5'А) и следовательно проективные между собой; точки 
М, М описывают ряды, соответственно проективные рядам (0), (И) и 
следовательно проективные между собой. Нетрудно убедиться, что ряды 
(ЛГ), (М) неперспективны. Действительно, если бы точки М’, М одно- 


`временно совпали с точкой Р, то в тот же момент и точки (У, И сов- 


пали бы с точкой Р, и прямые $А, 5'А совпали бы с прямыми $Р, 5$'Р. 
Но последнее невозможно, так как прямые 5Р, 5’Р не соответствуют 
друг другу в проективности между пучками ($5А), (5'А). Отсюда сле- 
дует, что касательная АА == ММ' описывает пучок прямых 2-го порядка, 
определяемый прозктивными рядами точек (М), (/М’) на неподвижных 
касательных 5Р, 5'Р ряда точек 2-го порядка К, что и требовалось до- 
казать. 

Доказательство двойственных теорем 1’—8' предоставляем читателю, 

97. Чтобы доказать равносильность обоих определений, нужно до- 
казать, во-первых, что проекция круга есть пересечение двух проектив- 
ных неперспективных пучков, во-вторых, что пересечение двух таких 
пучков всегда есть проекция круга. 

Пусть ‘будут 5, 5’ две неподвижные точки круга и М — переменная 
точка. При движении точки М прямые 5М, $5'М вращаются в одном 
н том же направлении и угол между ними остается постоянным. По- 
этому прямые $, 5'М одновременно описывают равные углы, т. е. 
они описывают равные пучки прямых. Таким образом круг есть пересе- 
чение двух равных пучков прямых. Так как равенство есть частный 
случай проективности, то круг^есть пересечение двух проективных пуч- 
ков. Притом эти пучки неперспективны, так как в противном случае 
их пересечением была бы прямая. Если теперь спроектируем фигуру из 
какого-нибудь центра на другую плоскость, то проекциями пучков 
(5/М), (5'.М) будут пучки, перспективные с ними и следовательно про- 
ективные между собой, а проекцией круга будет пересечение этих пучков. 
Притом эти пучки неперспективны, ибо по соглашению, принятому в 
главе 1, центр проекции не лежит в плоскости проектируемой фигуры, 
н следовательно проекцией круга не может быть прямая. Таким образом 
доказано, что проекция круга есть пересечение двух проективных не- 
перспективных пучков. 

Теперь, пусть будет К пересечение двух проективных неперспек- 
тивных пучков (5/И), (5'М) (рис. 59). Пусть будет, далее, и какая-ни- 
будь прямая в плоскости кривой А, не проходящая через точки $, 5’, 
и пусть будут №, № точки пересечения прямой & с прямыми $М, 5'М. 
При движении точки М по кривой К точки № М№ опишут на прямой 
и ряды, перспективные с пучками ($5М), (5'М) и следовательно про- 
сктивные между собой. Допустим. временно без доказательства, что пря- 
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мую и можно выбрать так, чтобы проективность между рядами (№), (№) 
была эллиптической. Выбрав прямую и таким образом и проведя через 
нее какую-нибудь плоскость, отличную от плоскости кривой К, мы смо- 
жем тогла найти в этой плоскости такую точку О, чтобы при движении 
точек А № угол между прямыми ОМ№М, ОМ оставался постоянным, как 
показано в задаче 95. Посяе этого проведем еще плоскость, параллель- 
пую плоскости Ом, и 0603- 
начим через Г, Т’, Р проек- 
ции точек $, $", М из точки 
О на эту инлоскость. Когда 
точка /{ описывает кривую 
К, ве проекция Р описывает 
проскцию кривой К, между 
тем как проекции Т, Т' не- 
подвижных точек $, 5' оста- 
ются неподвижными. При 
этом угол межлу прямыми 
ТР, Т'Р остается постоян- Вис, 59. 

ным, так как прямые ТР, 

Т’Р соответственно параллельны прямым №О, АО, угол между которыми 
остастся постоянным по предыдущему. Отсюда ясно, что проекция кри- 
вой АК, онисываемая точкой Р, есть круг. 

Нам остастся проверить принятое временно без доказательства поло- 
женис, что прямая и может быть выбрана так, чтобы нросктивность 
между радами (№), (№) была эллиптической. Прежде вссго эта проек- 

тивность будег прямой или обратной смотря 
р по тому, который из двух отрезков $55" иерс- 
секает прямая ы, как показано в задаче 9. 
Пусть будет @ какая-нибудь точка того из 
отрезков 55’, которому соответствуют пря- 
мыс проективности (рис. 60). Еслн за пря- 
мую й принять какую-нибудь прямую, перс- 
секающую прямую 55$’ в точке @, то проек- 
тивиость межлу рядами (№), (№) будет пря- 
мая. Если прямую и можно будет выбрать 
так, чтобы эта проекгивность была инволю- 
торной, то она будет эллиптической, так как 
рис. 60. ирямая инволюция всегда эллинтическая. Точку 
О можно рассматривать как точку А и как 
точку АГ, т.е. как точку пересечения прямой д с прямой 5'5 пучка $; и 
как точку пересечения прямой и с прямой $'5 пучка $'. В первом случае 
точкой А будег точка пересечения А’ прямой & с касательной 29 
во втором случае точкой /Л№ будет точка пересечения Ю прямой с 
касательной $Р. Чтобы проективчость между рядамн (№), (№) была 
инволюцнсй, необходимо и достаточно, чтобы точкн А, К’ совпадали, 
т. ©. чтобы ирямая и проходила через точку Р. Итак, ирямая и==РО 
удовлетворяет предъявленному требоваиню, чем и заканчивастся доказа- 
тельство прелложенной теоремы. 
98. На рис. 57 мы имеем полный четырехугольник 55'АМ, вписан 
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ный в кривую 9-го порядка, и касательные &, Ё в двух его вершинах 
5, ©. Четырехугольник 55'АМ есть произвольный вписанный четырех- 
угольник, так как не только точки А, М, но и точки $, 5’, как 
это видно из теоремы 3, задачи 96, могут быть взяты где угодно 
на кривой 2-го порядка. Но чертеж показывает, что диагональ четырех- 
Угольника, сосдиняющая диагональные точки №, №, не лежащие на сто- 
ронах 55$’, АМ, проходит через точку пересечения касательных в вер- 
шинах 5,5’. Меняя ролями точки 55 и А, М, убедимся, что та же 
диагональ проходит через точку пересечения касательных в точках А, М. 
Таким образом диагональ вписанного чегырехугольника есть в то же время 
диагональ описанного четырехсторонника, что ‘и доказывает теорему. 

99. Пусть будет Р точка, не лежащая на кривой 2-го порядка: 
а= ВС и т= НК-— две секущие, проходящиечерез точку Р; ри Ё— 

точки, гармонически сопряженные с точ- 
р: ‚ кой Р относительно пар точек пересе- 

чения ВСи НК секущих а и т с кри- 
вой; А и М — точки пересечения. каса- 

тельных в точках В, Си Н, К (рис. 61). 

Диагональ р четырехугольника ВСЕК, 

не проходящая через диагональпую 

точку Р, проходит, как легко видеть 
из гармонических свойств четырехуголь- 
ника, через точки 0, [, а по преды- 
дущей теореме она проходит и через 
точки А, М. Если будем вращать се- 
кущую 27 вокруг точки Р, то точки 

Г, М будут перемещаться, но диаго- 

наль р останется неподвижной, так как 

она проходит через неподвижные точки 
А, О. Следовательно точки Г, М лежат на прямой р, независимо от 
положения секущей т. Когда секущая обращается в касательную &, 
точка [ обращается в точку касания Т. 

100. Теорема доказывается с помощью рассуждения, двойственного 
с предыдущим. | 

101. Сохраним обозначения задачи 99. Если точка Р лежит на 
кривой, то при любом положении секущей т точка [Г совпадает с точ- 
кой Р, а точка М лежит на касательной в точке Р. Следовательно по- 
лярой точки Р будет эта касательная. Из задачи 100 таким же обра- 
зом выводится, что полюс касательной есть точка касания. 

102. Пусть будут А, В, С неподвижные 
точки, а, 6 — неподвижные прямые, А, Ё, М— 
вершины треугольника, как показано на рис. 62. 
Когда сторона КГ вращается вокруг точки С, 
точки А, Г. описывают на прямых а, 6 перспек- 
тивные ряды, стороны КМ, [ГМ описывают во- 
круг точек В, А пучки, перспективные с ря- 
дами (К), (Г) и следовательно проективные 
между собой. Прямые АМ, [М могут совпасть 
с прямой АВ только тогда, когда и прямая Рис. 62. 
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М совнадает с нею, а это возможно лишь в том случае, если точка 
С лежит на прямой АВ. Поэтому, если тоски Л, В, С не лежат 
на одной прямой, то пучки (КАТ, (ЁЕ2М) ие перспективны, и точка 41 
описывает кривую 2-го порядка. Если же точки А, В, С лежат на одной 
прямой, то пучки (КАТ), (ЁАТ) перспективы, и точка 24 описыпает 
прямую. 

103. Огибающшей будет ‘вообще кривая 2-г0 порядка, а в особом 
случае — точка. Рассуждения двойсгвенны предыдущим. 

104. Результаты будуг те же, что в задачах 103 и 104. 

105. Две стороны углов описывают перспективные пучки, а две дру- 
гие стороны описывают пучки, равкые первым и следовательно проек- 
тнвные между собой. Поэтому точка пересечения их описывает кривую 
2-го порялка. 

106. В обоих случаях прямые описылают равные пучки. Если 
они вращаются в одинаковых паправлениях, то угод между ними 
остается постоянным. Если этот угол не нуль, то точка пересечения 
прямых описываег круг. Если этот угол нуль, то точка нересечения они- 
сывает бесконечно удаленную прямую. Если прямые вращаются в противо- 
положных направлениях, то в двух положениях они булут параллельны, 
и направления них в этих положениях будут перпендикулярны межлу 
собой. Это видно из того, чго параллельные им прямые, проведенные 
через неполвижную точку, описывают симметричные пучки и следова- 
тельно, как это видно из задачи 91, совладают в лвух герпенднку- 
лярных положениях. В одном из параллельных положений вращающиеся 
прямые могут даже соппадать; тогда точка пересечения их онисы- 
вает прямую, перпендикулярную к отрезку, соедикняющему неподвижные 
точки, в его серелине. Еслн же параллельность в обоих положениях 
не есть совпалепие, то описызаемые вращающимкся прямыми пучки ине- 
перспективны, и точка пересечения их описываст кривую 2-го порядка 
с лвумя бесконечно удаленными точкаки в 
перпендикулярных направлениях, т. е. гипер- (А 
болу с перпендликулярными аснмптотами (равно- 
бочную). 74 р ц 

107. Когда вершина С описывает прямую ш, : 
стороны АС, ВС описывают  перспектинные 
пучки, а высоты ВО. АР описывают пучки, А Г: 
соответственно равные эгим пучкам, а потому 
проективные между собой (рис. 63). Прямые ВО, Рис. 63. 

АР совиадают с прямой АВ только тогда, 

когда стороны АС, ВС обе становится периендикулярными к прямой 
АВ. Это возможно только в том случае, если прямая & перпеидику- 
лярна к прямой АВ. В этом случае пучки, описываемые прямымн ВО, 
АР, перспективны,” и_ точка пересечения их Н онисываег нримую, 
таюже нернендикуляриую к АВ, но, вообще говоря, отличную от 
прямой 1. Если прямая & не перпендикулярна к. АВ, то точка Н 
оинсывает критую 2-го порядка, которгя будег гиперболой с асим- 
птотами, перпендикулярныхи к прямым АВ и 1, если и наклониа 
к АВ, и параболой с осью, нерпендикуляркой к АВ нц, если и парал- 
лельна А. 
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108. Пусть будут А, В неподвижные точки, & — неподвижная пря- 
мая и СР — отрезок постоянной длины, скользящий по ней (рис. 64). 
Точки С, Р описывают на прямой и равные и одинаково направленные 
ряды; согласно задаче 90, проективность между этими рядами парабо- 
лическая с двойной точкой в бесконечности. Прямые АС, ВР описы- 
вают около точек 4, В пучки, соот- 
ветственно перспективные этим рядам 
и следовательно проективные между 
собой. Эта проективность будет пер- 
спективностью лишь в том случае, если 
при каком-либо положении отрезка СО 
прямые АС, ВО совпадают с прямой 

Рис. 64. АВ. Если' прямая АВ не параллельна 

и, то’ это невозможно, и следовательно 

точка пересечения М. прямых АС, ВР описывает кривую 2-го порядка. 

Единственная точка этой кривой, лежащая на прямой и, есть бесконечно 

удаленная точка этой. прямой, откуда видно, что прямая и есть асим- 

птота кривой, и следовательно кривая есть гипербола. Если АВ парал- 

лельна #, то пучки перспективны, и точка М описывает прямую, также 
параллельную #, или бесконечно удаленную прямую. 

Чтобы применить полученный результат к построению гиперболы, 
заметим, что если А, В неподвижные конечные точки какой-нибудь ги- 
перболы, /М — переменная точка ее, и и — одна из асимптот, то точки 
пересечения С, О прямых АМ, ВМ с прямой и описывают на этой прямой 
проективные ряды, причем двойной точкой этой проективности будет един- 
ственная общая точка прямой 1 с гиперболой, т. е. бесконечно удаленная 
точка прямой #. Отсюда следует, что проективность есть прямое равенство, 
т. е., что отрезок СД остается постоянным. Таким образом всякую гиперболу 
можно получить по рассмотренному нами способу, причем за точки А, В 
можно принять любые две точки гиперболы. Если теперь заданы одна из 
асимптот гиперболы и и три ее точки А, В, М,, то, проведя прямые АМ, 
ВМ, до пересечения в точках С, О, с прямой и, мы найдем одно из 
блокеьяй СВ» отрезка СО, соответствующего данному выбору точек А, В. 
Строя отрезки ‘СВ, где угодно на прямой и, и проводя прямые 
АС, ВР до пересечения в точке М, мы смо- 
жем найти сколько угодно положений точки 
М, т. е. сколько угодно точек гиперболы. 

109. Асимптоты суть касательные в бес- 
конечно удаленных точках. Следовательно нам 
даны три точки и касательные в двух из 
них, т. е. мы имеем частный случай задачи 
96, 2. Построение в этом случае принимает 
следующий вид. Пусть будут & Т асимптоты 
гиперболы и А — конечная точка ее. Прово- 
дим через А прямые, параллельные &, #', затем Рис. 65. 
проводим через Р==И’ произвольную пря- 
мую до пересечения с этими прямыми в Л, №, наконец проводим через 
№ № прямые, параллельные Ё, & до пересечения в /М. Точка М лежит 
на гиперболе (рис. 65). 
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110. Сводится к закаче 96, 2. Одна точка $ и касательная в ней 
$Р заданы, другая точка 5$" есть бесконечно угаленвая точка залан- 
вого диаметра $5’, к касательная в ней есть бесконечно удаденная пря- 
мая. Кроме того, задана еще одна точка А. Построение ясно из 
рис. 66. 

111. Так как асимптоты суть касательные к глиерболе в бесконечно 
удаленных точках $5, 5’, то точки пересечения нх М, М’ с переменной 
касательной описывают на них проективные ряды, причем бесконечно 


К 5. 


Рис. 66. Рис. 67. 


удаленной точке каждого ряда ссответствует в другом ряде точка 
пересечения асимптот Р (рис. 67). На озковании задачи 74 имеем 
1 


их 
5 РМ. РМ' зш $Р5' == с025., 


поэтому РИ. РУ == соп$, а потому и 


что и доказывает теорему. 

112. Как и предыдущая задзча, сводится к теореме 96, 3 и к соот- 
ношению задачн 74. 

113. Нусть будут РО, РЮ касательные к параболе в конечных точ- 
ках 0, ^ (фис. 68). Переменная касательная пересекает их в соответ- 
ствующих точках двух сроективных рядов, причем точкам Р, @ прямой 
РО соответствуют по порядку точки Ю, Р прямой : 
РЮ. Кроме того, так как бесконечно удаленная пря- ты К 
мая есть одна из касательных, то бесконечно уда- 
ленные точки прямых РО, РАЮ соответствуют друг 
другу. Отсюда следует, что ханная проектинность 
есть подобие, и соответствующие отрезкн прямых 
РО, РЮ пропорциональны. Если М, ЛГ суть тояка 
перзссчения касательных РИ, Р© с какой-нибудь - 


конечной касательной, то РУ: ОМ =ЮМ':РМ', Я 4 
т. е отношения РМ:ОМ и РМ';ЮМ' — числа Рис. 68. 
обратные. 


114. Пусть будет А точка касания и Ю — бесконечно удаленная 
точка касательюй ММ” на рис. 67. Из рассуждения залачн 96, 5 
ясно, что точка Д гармонически сопзяжена с точкой А относительно 
точек Л1, ЛГ, т. е. делит отрезок МАТ пополам. 

115. Пусть будут (рис. 69) АЮ в А9 касательная в точке Аи дру- 
гая прямая, проходящая через точку 4; Ю® — диаметр, сопряженный с 
прямой АС; 5$ — конечная точка пересечения дкаметра А® с пара 
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И болой; 5’ — бесконечно удаленная точка параболы; Р — бесконечно уда- 
ленная точка прямой А@. Прямая 5Р будет касательной в точке $, а 
| прямая 5’Р будет касательной в точке 5’. 
Сравнивая полученную фигуру с фигурой задачи 
95, 5 (рис. 58), видим, что точки О, Ю гармони- 
чески сопряжены относительно точек $, 5’, т. е. 
симметричны относительно точки 5. 

116. Построение вытекает ‘из задачи 114. 
Проводим (рис. 70) через А линию, параллель- 
ную к Р5$, до пересечения В с Р5’, отклады- 
ваем ВМ’ =РВ и соединяем М с А. Пря- 
мая ЛА есть искомая касательная. 

Рис. 69. 117. Дан диаметр 55’ и касательная $Р. 

| Построение касательной в точке А ясно из 

| рис. 69; проводим А@ параллельно $5Р, откладываем $А = 0$, соеди- 
няем А с А; прямая АХ есть искомая касательная 

| 118. На рис. 57 имеем произвольный впи- 

|. санный треугольник 455’ и произвольную со- 

| пряженную со стороной $55" прямую м.. Точки 

|: пересечения №, № прямой 21, со сторонами Д5, 

х А5’ треугольника А55’ сопряжены между собой 

| как диагональные точки вписанного четырех- 

| угольника 55'АМ. Таким образом прямая тео- 

| 

| 


рема доказана. Обратную теорему докажем от 
противного. Пусть будут № № две сопряж-н- 
ные между собой точки сторон 45, А5’. Пря- Рис. 70. | 
мая РМ№ пересечет сторону А5 в точке М, сопря- 
| женной с точкой №. Если бы точки М", №, не совпадали, то точка № была бы 
$ полюсом прямой ^ №, = А5$. Так как прямая А$ — секущая, то ее полюс не 
лежит на ней, и прямая, соединяющая его с точкой ДА, 
Ё В есть касательная. Между тем прямая, соединяющая 
| точку Л с точкой 4, есть секущая А5$’. Таким 
образом точка Л, должна совпадать с точкой М, 
т. е. прямая МА’ проходит через точку Р, что и 
доказывает обратную теорему. Двойственные тео- 
ремы можно доказать двойственным рассуждением. 
119. Пусть будет т прямая, не касательная 
к кривой; Р — какая-нибудь внешняя точка ее; 
$5’ — поляра точки Р; А — переменная точка кри- 
вой (рис. 71). Прямая 2 не проходит через точки 
$, 5; поэтому, когда точка А описывает кривую, 
гочки пересечения №, М прямой 2 с прямыми 5$А, 
5А описывают на прямой 2 ряды, перспектив- 
| ные с пучкамн (54), (5'А). Так как пучки ($А). 
| Рис. 71. (5'А) проективны, то и ряды (№), (№) проективны. 
| По теореме Штаудта точки № № сопряженные. 
| Так как сопряженность есть свойство взаимное, то проективность между 
: рядами (/\), (А!) есть инволюция, что и доказывает первую из предао- 
| женных теорем. 
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Поляру всякой точки № прямой т, не касательной к кривой, можно 
построить, соединяя сопряженную точку № той же прямой с полюсом 
этой прякой /И. Когла № описывает ряд точек на прямой 2, № они- 
сывает инволюторный ряд, а {МА описывает перспективный носледнему 
ряду пучок вокруг точки М. Таким образом пучок {ММ№) нросктивен 
ряду (№), что доказывает вторую теорему. 

Чтобы распространить эту теорему на случай, когда прямая № каса- 
тельша к кривой, примем за прямую и прямую 5Р задачи 96,5. Прямая 
ЗА есть поляра точки М. Когда точка М описывает ряд на прямой 5Р, 
точка ( оннсывает проективный ряд, прямая 5’И==5'А описывает 
пучок, персвективный ряду (Ц), прямая $А опнсывает пучок, проск- 
тивный пучку (5'А). Следовательно пучок (5А) проективен ряду (77), 
что и требовалось доказать. 

Двойственные теоремы можно локазать двойственнам способом. 

120. Пусть будут 5,5’ две неподвижные точки кривой 2-го порядка; 
М — перемениая точка ее, и №,А” — точки пересечения прямых $мМ, $5М 
с какой-нибудь неподвижной прямой ц, не проходящей через точки 5,5". 
Когда АМ описывает кривую, 5.1, 5.М описывают проективные пучки, и 
№№ описывают проектившяе ряды на прямой и. Двойные точкн послед- 
ней проективности и будут общими точками прямой и с кривой. Если 
эти точки вещественны, то очевидно, что их положение ие зависит от 
положения точек 5,5’ на кривой. Если же они мнимые, то это требует 
доказательства. Пусть о, х, е‚,—три прямые пучка 5; о’, х’,е — соответ- 
ствующие прямые пучка 5"; О, Х, Е, 9, Х., Е' — точки пересечения пря- 
мых о, хе, 0’, х', # с прямой и. Координаты двоРных точек проектив- 
ности на прямой и по отношению к системе ОХЁ суть корни уравнения 


ж— (Ех) х + Ах, =0, (=), 
Хх —№ 

где Хо, Хо, Х— Координаты точек 0’, Х, Е' по отношению к той же 
системе. Чтобы выяснить влияние положения прямой и на координаты 
двойных точек, заставим прямую и описывать пучок вокруг какой-нибуль 
точки А, оставляя неподвижными прямые о, х, е, 0', Х,' ©". Точка 0'==их 
будет ири этом описывать прямую х', и следовательно прямые и == АО’ и 
$0' булут описывать перспективные пучки. Кооркината прямой 50’ в 
пучке $ будет поэтому дробно-линейной фузкцией от координаты пря- 
мой м в пучке А. Последнюю координату обозначим через ^. Что каса- 
ется первой, то мы определнм ее по отиошению к системе охе: 


(о, х, $0', == (50, 5Х, 50', Е) == (0, Х, 0' Е)=х,. 


Таким образом х, есть дробно-линейная фуикция от ». Точно так 
же найдем, что и Х., №, сугь лробно-линейные функции от ». Отсюда 
следует, что уравнение для координат двойных точек проективности ва 
прямой & имеет вид 


эл 0х0) =0,. 


где (1), <, (®) — рациональные функции от ). Заменим теперь точку 5" 
другой точкой 5". Проективность на прямой и изменится и для коорди- 
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нат ее двойных точек, мы возможно получим другое уравнение того же 


вида 
мо) хе, =. 


Однако, при тех значениях ^, при которых общие точки прямой ис 
кривой вещественны, мы должны иметь 


Л (4) = Л (\), ‹ (А) =. (\), 


так как в этом случае мы знаем, что двойные элементы проективности 
на прямой и не меняются при замене точки 5’ точкой 5” Но таких 
значений ) — бесчисленное множество, если за точку А примем какую- 


нибудь внешнюю точку. Поэтому, так как функции }, (Л), /, (№), <. (№), © (^) 
рациональны, равенства 


0) = (^), , (1) ==. (^) 


имеют место при любом /. Отсюда следует, что общие точки прямой ий 
с кривой не изменяются при замене точки 5’ точкой 5”, хотя бы они 
были и мнимыми. 

Заметим, что Понселе считал законным перенесение свойств фигур, 
доказанных для случая, когда некоторые элементы фигур вещественны, 
также и на тот случай, когда эти элементы становятся мнимыми, если 
даже примененное доказательство и теряет силу для этого случая (прин- 
цип непрерывности Понселе). Вышеприведенное доказательство представ- 
ляет собой пример строгого проведения этой идеи. 

Если теперь за точки $, 5’ примем точки пересечения кривой с ка- 
кой-нибудь секущей, сопряженной с прямой и, то точки №, № будут 
сопряженными точками, откуда следует, что мнимые точки пересечения 
кривой с прямой суть двойные точки инволюции сопряженных точек на 
прямой. Двойственная теорема доказывается двойственными рассуждениями. 

121. Это следует из того, что эллипс не имеет вещественных беско- 
нечно удаленных точек. 

122. Сопряжечные бесконечно удаленные точки кривой 2-го порядка 
суть бесконечно удаленные ‘гочки ее сопряженных диаметров. Сопряженные 
диаметры круга описывают равные пучки, так как они образуют посто- 
янный угол 90°. Поэтому самосопряженные диаметры круга суть изотроп- 
ные прямые, и самосопряженные бесконечно удаленные точки суть цикли- 
ческие точки. 

123. 1. Если М (рис. 72) есть точка кривой К, то и точка, симме- 
тричная с М относительно прямой р, есть точка кривой К, так как 
расстояния этой точки от точки Е и прямой 4 те же самые, что у 
точки 11. 

2. Точки А, В делят отрезок ЕО внутренним и внешним образом в 
отношении е. Если е< 1, то ВЕ ВО, и точка В лежит на продолже- 
нии отрезка РО за точку ЕР; поэтому Е лежит между А и В, а О не 
между А и В. Если же е`>1, то ВО < ВЕ, и точка В лежит на про- 
должении огрезка РО за точку А; тогда точка Е лежит не между точ- 
ками Аи В, а О — между А и В. 


3. Из МЕ: МР== АР: АО следует МЕ: АЕ == МР: АО. Но МР: АО = 
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— МА': АА'. Поэтому МЕ: АР=МА': АА'. Это показывает, что прямая 
ГА' есть биссектрися треугольника РАМ. Также докажем, что прямая 
ЕВ’ есть бессектриса треугольника ЕВАЛ. 

4. Биссектрисы РА’, ЕВ’ углов между прямыми АВ и ЕМ взаимно 
перпендикулярны. Поэтому ирни движения точки Л{ они описывают рав- 
пые пучки. Вследствие этого точки Л", В’ описываюг проективные ряды. 
Отсюда в свою очередь следует, что прямые МА’=АМ, МВ'=ЕВМ опн- 
сывают проективные пучки. Согласно определению Штейнера, заключаем, 
что точка А описывает кривую 2-го порядка, прохолящую через точки 
А, В. Эта кривая ие есть парабола, так как ось симметрии АВ пересекает 
ее в двух конечных точках. Прямая 4 не 
имеет с кривой общих точек, так как 
точки А’ В’ никогда не совнадают. 
В случае е < 1 эта прямая пересекает ось 
АВ не межлу вершинами А, В, и следо- 
вательно кривая не может быть гипербо- 
Лой, а в случае е`>1 эта прямая пересе- 
кает 0сь А между вершинами А, В, и 
следовательно кривая не может быть эл- 
лиисоы. Итак, прие <1 кривая есть эллнис,` 
а при е > 1 — гипербола. 

5. Предоставляем рассмотрение этого Рис. 72. 
случая читателю. 

124. Точки А, В гармонически сопряжены с точками Ё, ©. Поэтому 
поляра точки ЁР должна проходить через точку ©). Кроме того, опа со- 
пряжена с прямой АВ, т.е. с осыю симмегрия, и следовательно перлен- 
дликулярна к этой оси. Отсюда видим, что поляра фокуса Р есть дирек- 
триса 4. Далее, применяя теорему Штаудта к вонсанному треутольиику 
АВА! и прямой @, находим, что точки А’, В" сопряженные. Подяра точки 
А’ должиая прохолить черсз полюс Ё прямой @ и через сонряженцую 
точху 8". Следовательно поляра точки А’ есть прямая ЕВ’, и точно 
также поляра точки В” есть прямая РА’. 

125. Касательные (рис. 72) из точки Ё суть двойные прямые инво- 
люинии сопряженных прямых в пучке Р. Так как сопряженные прямые 
ЕА', ЕВ' взаимно перпендикулярны, то касательные суть изотропные 
прямые. 

Докажем теперь обратную тсорему. Пусть будст Е такая точка, 
что касательные из нее суть изотропные прямые. Построим поляру @ 
точки ГР и опустим на ‘нее перпендякуляр Е© из точки Е. Тах как ка- 
сагельные из точки Е — мнимые, то эта точка внутрелняя, и всякая 
прямая, проходящая через нее, есть секущая. Пусть будут А, В точки 
пересечения ЕО с кривой и Л — какая-нибудь другая точка кривой. 
Прямая & сопряжена со®стороной АВ вписанного треугольника АВ как 
поляра точки, лежащей на этой стороне. По теореме Штаудта онз перссекает 
остальные стороны АМ, ВЛ в сопряженных точках А’, В". Отсюда следуст, 
как и выше, что прямая АВ” есть поляра точки А’. Поэтому точка пересе- 
чення С прямой ЕВ’ с секущей АМ, прохолящей через точку А’, гар- 
монически сопряжена с точкой А’ отвосительно точек А, М. Отсюда 
заключаем, что прямые РА’, ГВ'==РИ гармонически сопряжены с пря 

* 
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мыми АВ==РГА, РИ. Так как кроме того, прямые РА’, ЕВ’ суть сопря- 
женные прямые пучка Р, и по условию двойные элементы инволюции, 
образуемой сопряженными прямыми пучка, суть изотропные прямые, то 
прямые РА’, РВ’ взаимно перпендикулярны. Легко убедиться, что пря- 
мые, гармонически сопряженные относительно двух взаимно перпенлику- 
лярных прямых, одинаково наклонены к ним. Отсюда следует, что пря- 
мые АВ, ЕМ одинаково наклонены к прямым РА', ЕВ’, т.е. что прямые 
ЕКА’, ЕВ’ суть биссектрисы углов между прямыми АВ, ЕМ. По крайней 
мере одна из точек А, В должна быть конечной; пусть это будет 
точка А. Тогда получим МЕ: АЕ= МА': АА’. Если МР — перпендику- 
ляр из точки М на прямую 4, то мы имеем, с другой стороны, МР: АО = 
— МА’: АА’. Отсюда МЕ: АР= МР: АО и следовательно МЕ: МР == 
— АР: АС = соп3{. Таким образом точка Р есть фокус, а прямая @ — 
директриса, что и требовалось доказать. 

126. Пусть будут $Р, $'Р неподвижные касательные; ММ’ — отрезок 
переменной касательной между ними; Р— фокус (рис. 73). При дви- 
жении касательной ММ’ точки М, М’ описывают проективные ряды и 


Рис. 73. Рис. 74. 


прямые Р/М, ЕМ' описывают проективные пучки. Двойные прямые проек- 
тивности между пучками (2Р/М), (ЕМ') суть касательные из точки Е. Так 
как эти касательные суть изотропные прямые, то проективность между 
пучками (РМ), (Р/М’) есть прямое равенство, что и доказывает теорему. 
Если за неподвижные касательные примем касательные в концах А, В 
оси, проходящей через фокус РЁ, то точка Е будет сопряженная с точ- 
кой пересечения касательных Р (рис. 74). По теореме Штаудта прямые 
ЕМ, ЕМ', соединяющие точку Р с двумя другими вершинами треуголь- 
ника РММ', будут сопряженные между собой, а сопряженные прямые пучка 
Е, как известно, взаимно перпендикулярны; этим можно воспользоваться для 
построения фокусов. Например в случае эллипса, показанном на чертеже, 
чтобы найти фокусы, лежащие на оси АВ, можно провести касательную 
через один из концов С другой оси, и построить на отрезке ММ’ этой 
касательной между касательными в точках А, В окружность, как на диа- 
метре. Если АВ есть большая ось, то эта окружность пересечет ее в Двух 
точках Р, ГР’, и эти точки суть фокусы эллипса. Предоставляем чита- 
телю найти подходящие построения для гиперболы и параболы. 

127. На рис. 73 отрезки 5Р, Р5’ суть частные положения отрезка 
ММ’. Следовательно они видны из точки Р под равными углами, что 
н доказывает предложенную теорему. 
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128. Рассмотрим наиример случай эллипса. Пусть будут А, В концы 
большой оси; Е, Е'— фокусы; М — какая-нибудь точка эллииса, отлнч- 
ная от 4,8; Р— точка пересечения касательных в точках А н М 
(рис. 75). По предылущей теореме прямая Ё”Р есть внутренняя биссек- 
триса, а прямая ЕР — внешвяя бисссктрнса тре- 
угольника ЕМЁЕ’. Поэтому МР есть внешняя 
биссектриса того же треугольника, что и дока- 
зывает теорему. 

129. Рассмотрим наиример эллипс. Пусть 
будут 4, 4’ директрисы, соответствующие фоку- 
сам РЁ, Е’, и МР, МР' — перпендикуляры огу- 
щенные на них из произвольной точки эд- 
лнлса /М (рис. 76). Из МЕ=е. МР, МЕ' == 
—е- МР’ пахолим МЕ -Е МЕ" =е.РР' = сопз,, 
так как РР” есть расстояние между директрисами. 

130. Соединяя две точки Д, Ё с остальными тремя В, С, О, полу- 
чим три пары прямых пучков А, Е. Если примем этн три пары прямых 
за три нары соответствующих прямых в просктивчостн между пучками 
А, Е, то полученная проективность ие бу- 
дет перспективностью, так как по усло- 
виню точки В, С, О не лежат.на одной 
прямой. В нересечепяи проективных гпуч- 
ков получим поэтому кривую 2-го по- 
рядка, и эта кривая гроходнт через точки 
А, В, С, Р, Е. С этой кривой совпадает 
всякая кризая 2-го порядка, проходящая 
через те же точки, так как такая кривая 

Рис. 76. определяется проективпостью между пуч- 

ками А, Е, в которой нрямые, соединяю- 

щие точки А, Е с точками В, С, О, суть три пары соответствующих 
прямых, т. с. той же проективвостью, что и первая кривая. 

131. Пересечем проективвые пучки А(ВСО...), Е(ВСР...) соответ- 
ственно прямыми СО, ВС (рис. 77). В се- 
чения получим проективные ряды (В’СО...), 
(ВСР"...). Так как точка пересечения С 
прямых СВ, ВС сама себе соответствует 
в этой проективности, то ряды (8'СР...), 
(ВСР’...) перспектнвиы. Соответствующие 
точки их лежат на одной прямой с точ- 
кой пересечения 2 прямых ВВ’, РО’. Про- 
ведем произвольную прямую пучка ЛР до 
пересечения @ с прямой ВС. Точке @ 
ряда (ВСР"...) соответствует в ряле (В”СД...) 
точка перссечения Ю прямой СР с пря- рис. 77, 
мой РО. Прямой Е@ пучка Е соответ- 
ствует поэтому прямая АЮ пучка А, и точка пересеченея С прямых ВО, 
АР есть следовательно вторая точка пересечения прямой Ё@ с кривой 
2-го порядка. 

132, На рис. 77 точки Р, ©, А, лежащие на одной прямой, суть 


Рис. 75. 


ми дж ить 
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соответственно точки пересечения секущих кривой 2-го порядка АВ и 
РЕ, ВС и ЕС, СВ и ОДА. Но эти пары секущих суть пары противопо- 
ложных сторон шестиугольника АВСРЕС, вписанного в кривую 2-го 
порядка. Так как вершины А, В, С, ДР, ЕЁ, С взяты на кривой 2-го 
порядка произвольно, то тем самым теорема Паскаля доказана. Теорема 
Брианшона доказывается двойственным путем. 

133. Рассуждения задачи 131 не теряют силы, если В совпадает с 
А при условии, что за прямую АВ мы примем прямую пучка А, соот- 
ветствующую прямой ЕВ пучка Е, т. е. касательную в точке А. Точно 
также эти рассуждения остаются в силе, если сверх того точка Д сов- 
падает с точкой Е и за прямую О’Е принята касательная в точке ЕЁ. 
Таким образом теорема Паскаля остается в силе, когда сливаются две 
вершины, соединенные одной стороной,; или две пары вершин, соединен- 
ных противоположными сторонами. Но вместо точки О мы можем и 
точку С заставить слиться с точкой Е, проведя прямую АЮ через 
точку Е, причем прямая ЕС заме- 
нится тогда касательной в точке Е. 
Таким образом теорема Паскаля не 
теряет силы и при слиянии двух 
пар вершин, соединенных не проти- 
воположными сторонами. В случае 
слияния трех пар вершин рассужде- 
ния задачи 131 неприменимы, но 
теорема Паскаля все же сохраняет 
силу, так как она обращается в тео- 
рему, доказанную в залаче 96, 6. Ана- 

Рис. 78. логичные рассуждения можно приме- 
нить к теореме Брианшона. 

134. Рассмотрим лля примера построение новых точек по четырем 
точкам и касательной в одной из них. Обозначим заданную касательную 
через { и точку касания через А ==В (рис. 78). Остальные заданные 
точки обозначим через С, О, Ё, а через Е обозначим точку, которую 
требуется построить. В шестиугольнике Паскаля АВСРЕЕ нам остаются 
неизвестными стороны ОЕ и ЕЁ, но, задав произвольно одну из них, 
например ОЕ == и, мы можем построить другую ЕЁЕ==® с помощью тео- 
ремы Паскаля и таким образом найти точку Е==и9. Действительно, мы 
можем построить точку пересечения Р противоположных сторон АВ == 
и ОЕ==и, затем точку пересечения @ противоположных сторон СД и РА. 
Тем самым определится прямая Паскаля РО. Остальные противополож- 
ные стороны АС и ЕЁЕ==® должны пересекаться на прямой РО. Если 
Ю — точка пересечения РО с АС, то ЕЮ есть искомая сторона ЕРГ==9, 
и точка пересечения прямых ци и ® есть искомая точка Е. 

155. Пусть будет АВСО четырехугольник, вписанный в кривую 2-го 
порядка, и и — прямая, пересекающая кривую в точках Р, О, стороны 
АВ, Ср — в точках Н, Ки стороны АО, ВС — в точках Г, М (рис. 79). 
Проектируя точки кривой из точек А, С на прямую и, получим на 
прямой и& два проективных ряда точек, причем двойными точками проек- 
тивности будут точки Р, @. Отсюда в частности (РОНМ)==(РОЕК), 
а отсюда (РОНМ) = (ОРКР). Последнее равенство показывает, что РО, 


ры 


ОБРАЗОВАНИЕ СОВОХхУППОСТЬЙ ПО ШТВЙНЕРУ 247 


ИК, ЕМ суть пары инволоции на прямой и. Точки перзсечения прямой 
и с двумя остальными сторонамн четырехугольшика образуют еще одну 
пару той же инволюции, ках известно из другой тгоремы Дезарга, до- 
казанной в задаче 86. 

Двойственная теорэма такова: если некоторая точка не лежиг на 
сторонах четырехсторонника, описанного около кривой 2-го порялка, то 
пара касательных, проведенных из этой точки, и пары прямых, соединя- 
ющих ее с парами противоболожных вершин четырехсторонняка, суть 
пары одной и той же инволюцин. 

136. 1. Пусть будет АВС тре- 
угольник, вписанный в равпобочлую 
гиперболу, н АР — олна из его вы- 
сот (рис. 80). Обозиачим через 2 
вторую точку перезеченяя прямой АР 
с гиперболой, и прнмеким предылу- 
шую теорему к гнперболе, четырех- 
угольнику АЗСН и бесконечно ула- 
ленной прямой. Точки пересечения 
бесконечно удаленной прямой с ги- 
перболой суть бесконечно удаленные точки перпевдикулярных направ- 
лений, так как асимптоты равнобочной гинерболы перпеняикуляриы. По 
построению, точки пересечения бесконечно удалениой прямой с парой 
противоположных сторои АР, ВС челырехугольника также суть бес- 
конечно удаленные точки перпеидикуляриых направлений. Эти две пары 
точек определяют на бесконечно улаленной прямой ниволюпию, в Ко- 
торой всякая пара есть пзра бескопечно удаленных точек нерпендику- 
лярных направлений. Огасда по прелы- 
дущей теореме заключаем, что и иротисс- 
положные стороны ВН, СА четырехуголь- 
ника периендикулярпы, т. е., что ВН есть 
также высота треугольника АВС, что и 
доказывает предложенную теорему. 

Доказательство теоремы 2 прехоста- 
вляем читателю. 

137. Доказательства предложенных 
теорем непосредственно вытекают из опре- 
делений. 

138. Презоставляем почти очевидные 

Рис. 80. доказательства читателю. 

139. Конус 2-го порядка с конечцой 
вериншой перссекает бесконечно улалелную плоскость ио кривой 2-го 
порядка. Общие точки этой кривой со всякой конечной плоскостью суть 
бесконсчио улаленные точки линии пересечения этой плоскости с кону- 
сом. В зависимости от того, будет ли бесконечно ‘удаленная прямая 
конечной илоскости не проходящей через вершицу, сскущей, касатель- 
ной! илн внешней лля бесконечно удаленной кривой» конуса, сечевие 
конуса этой плоскостыо будет гиперболой, параболой нли эллипсом. 

140. Бесконечно удаленные точки сечений цилиндра плоскостями, ше 
параллельными образующим, суть точки пересечения этих плоскостей 
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с бесконечно удаленными образующими. Если эти образующие веще- 
ственные различные, то все сечения суть гиперболы (гиперболический ци- 
линдр), и Т. д. 

141. 1. Предположим, что линейчатый ряд определен как совокуп- 
ность прямых и, пересекающих три скрещивающиеся прямые а, В, с. 

Точки пересечения прямых а, 6, с с прямой т всегда лежат в пло- 
скости, соединяющей прямую с с той же прямой 7. При движении пря- 
мой 12 точки ат, фт описывают на прямых а, 8 ряды, перспективные 
пучку плоскостей, описываемых плоскостью ст вокруг оси с. Таким 
образом прямая 21 всегда соединяет соответствующие точки перспек- 
тивных рядов на скрещивающихся ‘прямых а, 6. Наоборот, если два 
ряда на скрещивающихся прямых а, © проективны, то согласно задаче 
61, 1, они перспективны с пучком плоскостей, за ось которого можно 
принять любую прямую с, пересекающую три какие-нибудь прямые, сое- 
диняющие три пары соответствующих точек проективных рядов а, 65. 
Любые две соответствующие точки рядов а, В лежат поэтому на одной 
плоскости пучка с, и следовательно прямая #, соединяющая эти точки, 
пересекает прямую с. Таким образом прямая т всегда пересекает три 
скрещивающиеся прямые а, 6, с. Итак, второе определение линейчатого 
ряда действительно равносильно первому. Аналогично доказывается, что 
и третье определение равносильно первому. 

2. Направляющая линейчатого ряда пересекает все принадлежащие 
ему прямые. Но только что было показано, что всякая прямая с, пере- 
секаюшая три прямые линейчатого ряда, пересекает их все и следова- 
тельно есть направляющая. Таким образом направляющие данного ли- 
нейчатого ряда образуют второй линейчатый+ряд, для которого прямые 
линейчатого ряда, и притом только эти прямые, служат направляю- 
щими, что и требовалось доказать. 

142. 1. Одна система образующих есть тот линейчатый ряд, с по- 
мощью которого определена линейчатая поверхность. Другая система 
образующих есть совокупность направляющих этого ряда. Всякая прямая, 
лежащая на поверхности, принадлежит одной из этих двух систем об- 
разующих. Действительно, по определению линейчатой поверхности, 
всякая точка этой прямой лежит на одной из прямых линейчатого ряда, 
с помощью которого эта поверхность определена. Следовательно эта 
прямая либо совпадает с одной из прямых этого линейчатого ряда, либо 
в каждой своей точке пересекает одну из них и следовательно есть 
одна из направляющих этого ряда, что и доказывает наше утверждение. 
Таким образом прямые, лежащие на линейчатой поверхности, действи- 
тельно распределяются между двумя системами прямолинейных образую- 
щих этой поверхности. 

2. Действительно, две прямые линейчатого ряда всегда скрещиваются, 
ибо по определению они пересекают три скрещивающиеся прямые; прямая 
линейчатого ряда и прямая направляющего ряда пересекаются в силу 
определения направляющей. 

3. Через всякую точку, лежашую на прямой линейчатого ряда, про- 
ходит одна направляющая; эта направляющая есть линия пересечения 
плоскостей, соединяющих эту точку с другими прямыми линейчатого 
ряда. Во всякой плоскости, проходящей через прямую линейчатого ряда, 
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лежит одиа направляющая; эта направляющая соединяет точки пересе- 
чения этой плоскости с другими прямыми линеВчатого ряда. 

143. Пусть будет А точка линейчатой поверхности; а, а, — прохо- 
дяцие через точку А образующие первой и второй системы; а — какая- 
нибудь другая ирямая, проходящая через точку А. Плоскость, соединяю- 
шая образующую первой системы а, с прямой а, содержит одну 0б- 
разующую второй системы 5,, и эта образующая пересекает ирямую @ 
в точке В линейчатой поверхности. Если бы, кроме точек А и В, пря- 
мая а имела с поверхностью еще одну общую точку С, то проходящая 
через эту точку образующая с; пересекала бы прямую а и образующую 
первой системы а, а иотому гересекала бы лежащую в одной плоско- 
сти © этими прямыми образующую второй системы 25, что невозможно. 
Таким образом кроме точек Л, В, прямая а-не имест с поверхностью 
других общих точек. Если прямая а лежит в плоскости а, аз, то пря- 
мая Б, совпадает с прямой ах, и точка В совпадает с точкой А; пря- 
мая а есть касательная в точке А. Если же прямая а пересекает пло- 
скость а; а, то прямая 6; отлична от прямой ау, и 
точка В отличиа от точки А; прямая а есть секу:цая, 
пересекающая поверхность в точках А, В. 

144. Пусть будут а, 6, лве неиолвижные обра- 
зующие первой системы и 7, — переменная образую- 
щая второй системы (рис. 81). При движении 27 
плоскости а, т. описывают вокруг а}, 8, проек- 
тивные пучки плоскостей. Плоскость, не касательная 
к поверхиости, ие проходит Через се образующие, 
так как всякая плоскость, проходящая через обра- 
зующую одной системы проходит м через образую- 
щую другой системы, и следовательно касательна к Рис. 81. 
поверхности. Пусть будут А, В, М точки пересече- 
ния иекоторой плоскости, не касательной к поверхности, с образую- 
щими а, 8, т.. При движении прямой т, прямые АМ, ВМ онши- 
сывают пучки прямых, перспективные с пучками плоскостей, опнсывае- 
мыми илоскостямн ап, бут, и следовательно проективяые между 
собой. Эти пучки ирямых не перспективны. В противном случае пря- 
узя АВ соответствовала бы сама себе в проективности между пуч- 
ками прямых (АЛ (ВМ), т. е. была бы линией пересечения двух соот- 
ветствующих плоскостей пучков плоскостей (аи), (5,т.), т. е. была 
бы образующей второй системы. Но это невозможно, так как плоскость 
АВМ по условию не касательная и не может проходить через образую- 
шую. Отсюда следует, что точка пересечения АТ образующей м с пло- 
скостью АВ:М описывает кривую 2-го порялка. 

Пусть будут, наоборот, А, В две. неподвижные точки и М — пере- 
менная точка какой-нибудь кривой 2-го порядка. Приведем какие-ни- 
буль скрещивающиеся прямые а; 5:, пересекающие плоскость АВМ в 
точках А, В, и заставим точку Л описывать кривую. Тогда пучки 
прямых (АМ), (ВМ) будут проективны, вследствие этого будут проек- 
тивны и перспективные с нимн пучки плоскостей (а,М), (6.24), и сле- 
лозательно совокупность линий пересечения #2, плоскостей а./М, ВМ есть 
одна система образующих некоторой линейгатой поверхностн, для кото- 
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рой прямые а, В, являются образующими другой системы. Кривая АВМ 
лежит на этой поверхности. Таким образом через всякую кривую 2-го 
порядка можно провести бесчисленное множество линейчатых поверхно- 
стей 2-го порядка. 

Вторая часть теоремы доказывается двойственными рассуждениями. 

145. 1. По определению, бесконечно удаленная плоскость касательна 
к параболоиду и следовательно проходит через две его образующие, 
принадлежащие к разным системам. Все конечные образующие одной 
системы пересекают бесконечно удаленную образующую другой системы, 
т. е. параллельны всякой плоскости, проходящей через эту бесконечно 
удаленную образующую. 

Напротив, к гиперболоиду бесконечно удаленная плоскость не кчаса- 
тельна и следовательно пересекает его по бесконечно удаленной кри- 
вой 2-го порядка. Если бы какие-нибудь три образующие одной систе- 
мы были параллельны одной плоскости, то их бесконечно удаленные 
точки лекали бы на одной бесконечно удаленной прямой. Но это не- 
возможно, так как эти точки лежат на бесконечно удаленной кривой 
2-го порядка, а кривая 2-го порядка не может ‘иметь с прямой более 
двух общих точек. 

2. Конечная плоскость может иметь с бесконечно удаленной кривой 
2-го порядка гиперболоида две, одну, или ни одной общей точки. Если 
эта плоскость не касательна к гиперболоиду, то она пересекает его по 
кривой 2-го порядка, которая будет иметь две, одну, или ни одной бес- 
конечно удаленной точки, т. е. будет гиперболой, параболой или эл- 
липсом. В случае параболоида мы имеем вместо бесконечно удаленной . 
крисой пару пересекающихся бесконечно удаленных прямых. Конечная 
плоскость пересекает их либо в различных точках, либо в общей точке. 
Если эта плоскость не касательная, то линия пересечения ее с парабо- 
лоидом будет либо гиперболой, либо параболой. Касательная плоскость 
пересекает как гиперболоид, так и параболоид по паре пересекающихся 
прямых. : 

3. Б случае параболоида одна из образующих первой системы — 
бесконечно удаленная. Поэтому в проективности между рядами на двух 
образующих второй системы безконечно удаленные точки соответствуют 
друг другу, откуда следует, что эта проективность есть подобие или 
равенство. В случае гиперболоида все образующие первой системы ко- 
нечные, и та же самая проективность не может быть ни подобием, ни 
равенством. 

4. Всякая образующая гиперболоида содержит одну бесконечно уда- 
ленную точку; через эту точку проходит определенная образующая 
другой системы. Всякая конечная образующая параболоида также содер- 
жит одну бесконечно удаленную точку, но образующая другой си- 
стемы, проходящая через эту точку, бесконечно удаленная, так что все 
конечные образующие второй системы пересекают образующую первой 
системы в конечной точке. Чго касается образующих одной системы, то 
они совсем не пересекаются. 

146. Пусть будет а неподвижная прямая и 71 — вращающаяся пря- 
мая (рис. 82). Всякая точка прямой т описывает окружность в пло- 
скости, перпендикулярной прямой а и с центром на прямой а, так как 
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по условию прямая #: не пересекает прямой а. Плоскости окружностей, 
описываемых различными точками прямой ль различные, так как по 
условию прямая т ие перпендикулярна к прямой а. Покажем, что лва 
положения ли, 2. прямой ие всегда скрещиваются. Предположим, напро- 
тив, что они лежат в одной плоскости. 
Тогда хорды М, М., М/М,, ... различ- 
ных параллельных кругов О, О’,... ‚, за- 
ключенные между прямыми ит), ито, будут 
параллельны. Вследствие этого герпеи- 
дикуляры ОР, О'Р’,..., опущенвые па эти 
хорды из центров, также булут параллельны. 
Так как углы М ОМ,, М’'О’Му, ... равны, 
то равны и их половины РОМ, Р’О’Му,, ... 
Поэтому булут параллельны и прямые О/И., 
О'М,, -.. Мо тогда прямая т, будет в 
одной илоскости с прямой а, вонреки усло- 
вию. Следовательно прямые 1,, #1, дей- 
ствительно скрещиваются. 

Как всякая поверхность вращения, рас- 
сматривасмая поверхность  сямметричиа 
относительно всякой плоскости, прохоля- 
щей через ось вращения. Поэтому если Рис. 82. 

& одна из таких плоскостей, то, кроме | 
системы прямых (2), позерхиость содержит н систему прямых (п), симме- 
тричную с системой {#2) относительно плоскости (а). 

Пусть будет и; одна из прямых системы (и) и !, — поямая системы (11), 
симметричная с нею относительно плоскостн а (рис. 83). Произвольной 
точке АН прямой м; соответствуег 
точка /1, прямой п, симметричная 
с точкой А огносителыю динин пе- 
ресечения р плоскости @ с плоско- 
стью В, проведенной через точку №, 
псрисидикулярно к прямой а. Если 
заставим плоскость а врашаться во- 
круг прямой а, оставляя прямую м, 
иепонвнжиой, то прямая р будет вра- 
щаться в плоскости В вокруг точки 
пересечения ее О с нрямой а, и 
точка А будет описывать окруж- 
ность в плоскости В © центром О. 
Так как это отиоснтся к любой точке 


а ` М, поямой м, то мы видим, что пря- 
мая ии, будет вращаться вокруг пря- 
Рис. 83. мой а, т. е. будет описывать систему 


прямых (2). Прн этом она все 
время будет пересекаться с исподвижной ирямой п, на вращающейся 
плоскости а, так как две прямые, симметричные относительно плоскостн, 
всесда пересекают эту нлоскость в одной и той же точке, конечяой или 
бесконечно удаленной. Таким образом всякая прямая системы {п) пере- 
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секает всякую прямую системы (2). Так как эти системы состоят из 
скрещивающихся прямых, то они представляют собой линейчатые ряды, 
откуда следует, что рассматриваемая поверхность есть линейчатая поверх- 
ность 2-го порядка. Ясно, что эта поверхность есть гиперболоид, так 
как все образующие конечны. 

147. Пусть будет АА’ВВ’СС' шестиугольник, вписанный в кривую 
2-го порядка. Проведем через эту кривую какую-нибудь линейчатую 
поверхность 2-го порядка, и на этой поверхности проведем через вер- 
шины А, В, С образующие одной системы а, 6, с, а через вершины 
А’, В', С — образующие другой системы а’, 6’, с’. Так как образующие 
разных систем всегда пересекаются, то образующие а, а’, В, 6, сс 
будут последовательными сторонами неплоского шестиугольника. Каждая 
сторона неплоского шестиугольника пересекается, кроме соседних сто- 
рон, еще с противоположной стороной, что дает еще три точки пересе- 
чения С, ==а6', А, =Ебс', В, ==са’. Точки А,, В,, С, образуют треугольник. 

Действительно, если бы эти точки лежали 
‚А. на одной прямой, то эта прямая пересекала 
бы три образующие каждой системы, что не- 
возможно, так как прямая пересекающая три 
образующие одной системы, совпадает с од- 
ной из образующих другой системы и скре- 
щивается со всеми остальными. Покажем, что 
точки пересечения противоположных сторон 
шестиугольника АА’'ВВ’СС’ лежат каждая на 
одной из сторон треугольника 4,8,С,. Возь- 
мем например стороны АД’, В’С. Через эти 
=. стороны проходят плоскости аа’, В’с, линия 
Рис. 84. пересечения которых содержит, кроме точки 
пересечения Р сторон АА’, В’С, также и 
вершины С! ==а8', В, ==а’с треугольника 4,В,С.. Мы видим, что сто- 
рона В,С, треугольника 4,В,С, проходит через точку пересечения Р 
сторон АА’, В’С шестиугольника АА’'ВВ'СС.. 

Также убедимся, что А,В, проходит через точку пересечения О пря- 
мых АВ, СС’, и что С.А, проходит через точку пересечения Ю прямых 
ВВ', С'А. Таким образом каждая из точек Р, О, Ю действительно лежит 
на одной из сторон треугольника 4А,В,С,. Отсюда непосредственно сле- 
дует, что точки Р, ©, Ю лежат на одной прямой, а именно на линии 
пересечения плоскости шестиугольника АА'ВВ’СС'’ и плоскости треуголь- 
ника А, В,С,. 

148. Выбрав обозначения, как показано на рис. 84, имеем: 


-А 


‚ А, (АА. МЕ) = А. (А.А, МЕ), 


так как в проективности, создаваемой кривою 2-го порядка между пуч- 
ками А,, А., прямым А.А А.А, АМ, А.Е пучка А, соответствуют 
по порядку прямые А.А,, А.А,, А.М, А.Е. Полученное равенство можно 
переписать в виде 


№3 3: 


№ 5% 
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ИЛИ 


Теперь выясним влияние на это уравнение изменения в положении еди- 
ничной точки Е. Однородные координаты точки М равны или пропор- 
циональны числам: 


гле ри, Ро, Рзи 9,, 45, 49. суть расстояния точек /М и Е от сторон 
А.4., АА, АА. координатного треугольника А,А,А.. Если заменим 
точку Е точкой Е’, то получим: 


х!' Е Р Е Рз ‹ ее Рз Е 
91 9% 93 
откуда 

# Г р 
9 ! о Г Оз ; 
АА, = А, А = ^, 

91 9 3 

9 Ч > (6 , 73 
А Е, А 

91 9% 


Таким образом изменение положения единичной точки приводит лишь 
к умножению координат на постоянные множители. Множители эти не 
равны, так как пропорции 


41: 91' = 9:95 = 43:43 


имеют место одновременно только когда точки ЕЁ, Е’ совпадают. Обо- 
значив для краткости 


г г Г 


Я: == ат, ба: Е а., _Чз_ м. @з, 
91 3 Чз 
получим 


.#. м '. а: ! = 
1 —= а:^ } Ха — 29 ) Хз —> @3^з ° У *—=—^ 


Подставляя эти выражения в первоначальное уравнение кривой, получим 
новое уравнение 


7 } о 9 
аа. ах,“ =0, 


которое после сокращения на аа, или а;? можно написать в одном из 
видов 


! 4’ о Го. 9 г ? 
Е И А ОВНА 


Здесь А ==1, если аа. ==а;”. Геометрически это условие обозначает, что 
точка Е’ лежит на кривой, как и точка Е, ибо а, ах, а, суть оче- . 
видно координаты точки Е’ по отношению к первоначальной системе 
координат. Если же точка Е” не лежит на кривой, то А не —=1. 

Если кривая есть гипербола и А.А,, А.А, — ее асимптоты, то, при- 
няв эти асимптоты соответственно за оси ОХ, ОУ, получим: 


Р Г 
1 __ Ха 


—=—— 5 


Ра п” ‚у —= в 


и Хх =” 


ме == — = 


й 
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Деля. уравнение х,'х.’ = Ёх.* на х.”, приведем его к виду 
ху= АР. 


Если кривая есть парабола с конечной касательной А.А. и диаметром 
А‚А., то, приняв эти прямые соответственно за оси ОУ, ОХ, получим: 


7 

Хз 

ВЕ - , == > 
1 ^1 


после чего уравнение х,'? = Алх,'хо’ приведется к виду 
ПВХ 


149. Из трех попарно сопряженных точек всегда одна будет внутрен- 
ней, а две другие внешними. Действительно, одна из точек будет либо 
| внутренней, либо внешней. Если 
она внутренняя, то ее поляра есть 
внешняя прямая, и все точки, со- 
пряженные с нею, — внешние. Если 
же эта точка внешняя, то ее по- 
ляра есть секущая прямая, и точки, 
сопряженные с нею, частью вну- 
тренние, частью внешние, но из 
двух точек этой поляры, сопря- 
женных между собой, непременно 
одна внутренняя, одна внешняя. 
В обоих случаях имеется, таким 

Рис. 85. образом, одна внутренняя точка и 
две внешних. 

Пусть будут О, Х, У. три попарно сопряженные точки, причем О — 
внутренняя точка; Е„ Е, — точки пересечения кривой с прямой ОХ: 
Е,— одна из точек пересечения кривой с прямой ОУ Е— точка пере- 
сечения прямых УЁ,, ХЕ, (рис. 85). Применим сначала неоднородные 
координаты по отношению к системе ОХУЕ. Прямая ОУ сопряжена 
с прямой ЕЕ, ==ОХ. По теореме Штаудта отсюда следует, что точки 
пересечения Л, № прямых ЕМ, Е’М с прямой ОУ— сопряженные. 
Выразим их координаты через координаты х, у точки М. Координаты 
точки ЕЁ, суть 1,0, а координаты точки Е„’, гармонически сопряженной 
с нею относительно точек О, Х, суть — 1,0. Поэтому уравнения прямых 
Е„М, Е’М будут соответственно: 


и ЕЯ 
лы, 
где через $, у обозначены текущие коордигаты. Отсюда следует, что 
вторые координаты точек №, № будут: 


ь 
а ЗИ а 
(ОУМЕ,) = — =; (УМЕ) ==. 


Теперь воспользуемся тем, что сопряженные точки на прямой ОУ 


ОБРАЗОВАНИЕ СОВОКУПНОСТЕЙ ПО ШТЕЙНЕРУ 255 


образуют инволюцию. В этой инволюции точка Е, есть двойпая точка 
и пары точек ОУ, №ММ№ суть пары соответствующих точек. Отсюда 


(ОУМЕ,) = (РОМЕ,) =1:(ОУМЕ,) 
у _ох=1 

ЕР. ИЕ 

ж-- у —1=0. 


Переходя к одноролным координатам, выберем обозначения напри- 
мер так, чтобы прямые ОУ, ОХ, ХУ имели соответственно уравнения 
=; х=5 9: Тогда 


ИЛИ 


=——ы 


2 


откуда 


и полученное уравнение кривой примет вид 
9 > АДМ 


При произвольном положении точки Е уравнение будет, как видно из 
предыдущей задачи, 
9..9 2..@ ЗЕ: 
а“х1“ -— ах, — ах = 0. 
Если прямая АУ бесконечно удаленная, то кривая есть эллипс, и 
прямые ОХ, ОУ суть сопряженные диаметры его. 


Уравнение эллипса по отношению к этим сопряженным лилметрам полу- 
чим, деля предыдущее уравнение на х,* и полагая, как и прежде, 


Хх Хх, 
Хх ——>, у— —. 


Хз №3 

В результате получим уравнение . 
9..9 И И 8 
а Хх Е а .У г зы @з , 


которое можно переписать в виде 


если положим 


Если прямая ОУ бесконечно удаленная, то кривая есть гипербола, 


и прямые ОХ, ХТ суть сопряженные диаметры ее. Уравнение гиперболы 
по отношению ‘к этим сопряженным диаметрам получим, деля однород- 
ное уравнение на х,” и полагая например 


| 
| 
| 
| 
. 
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Получим уравнение 
8.9 9—9 
аз — ау" = а 


ИЛИ 
ха у? ыы: 
а? в 
если положим 
Ча ь 
а. а 


150. Примем за ребра А.А А.А; координатного тетраэдра две 
образующие линейчатой поверхности 9-го порядка, принадлежащие к одной 
системе; за ребра А,А., А.А, — две образующие другой системы; за 
единичную точку Е — какую-нибудь точку линейчатой поверхности, 
отличную от вершин Д,, А., А., А, (рис. 86). Если М — произвольная 
точка поверхности, то в силу проективности пучков плоскостей, соеди- 
няющих образующие одной из систем А,А., 
А.А; с переменной образующей другой системы, 
будем иметь: 


А, А, (А.А, МЕ) = А.А, (А. А.МЕ), 
ИЛИ 


ИЛИ 
Е > 


При произвольном выборе единичной точки бу- 
дем иметь 
МАЕ А №. 


Рис. 86. 


Если поверхность сесть параболоид и А.Д,, 
А.А; — его бесконечно удаленные образующие, то, деля это уравнение 
на х,“ и полагая 


И 
яя те, 
ЗИ ож ох 
получим уравнение р 
Ху — К2, 


отнесенное к системе осей А,А., А,А., А.А, упомянутых в условии. 


ГЛАВА У. 


151. Пусть будут О, Х, У, Е заданные точки, и примем ОХУЕ за 
систему отсчета. Всегда можно спроектировать заданную плоскость на 
другую плоскость так, чтобы точки Х, У стали бесконечно удаленными. 
Тогда на плоскости проекции получим декартову систему отсчета ОХУ, 
вообще говоря, косоугольную и с: неравными единицами измерения ОЕ, 
ОЕ, на осях. Всякая точка сохраняет в проекции прежние координаты. 
Построение точек с рациональными координатами можно вести сначала 


ОРОСНОВАНИЕ ПРОЕКТИВНОЙ ГЕОМЕТРИИ 957 


в проекции, а затем перенести его на первоначальную плоскость. Сна- 
чала строим в проекции точки с целыми координатами (рис. 87, а). 
Проводим прямые ЕУ, ЕХ, т. е. параллельные к осям ОУ, ОХ, до 
пересечения в точках В», Е, с осями ОХ, ОТ. Затем проводим пря- 
мую Е„Еу затем параллельную ей через точку Ё, т. е. прямую ЕЙ, где 
7 бесконечно улаленная точка прямой Ё„Е,,. Далее, проведя через 
точки пересечения А., В. прямой ЕР с осями ОХ, ОТ прямые, парал- 
лельные осям ОУ, ОХ, до пересечений Сет, Се с прямыми В.А, ИИ 
убедимся, что эти точки лежат на одной прямой с точкой 7. Проведя 
эту прямую, получим точки Ау, Ву и сможем продолжать построение 
таким же образом. Этим путем можно получить все точки с целыми 
положительными координатами. Но можно вести построзние и в обрат- 


Рис. 81. 


ную сторону, поменяв роли точек ОиЕ. Начать придется с проведе- 
ния прямой ОХ, т.е. параллельной к прямой Е,Е, через точку О. Тогда 
получим, в дополнение к уже построенным, все остальные точки © це- 
лыми координатами. Построение очевидным образом переносится на 
первоначальную плоскость (рис. 87, 6). 

| 


Теперь построим прямую х==—_, гле и— целое число, большее еди- 
тя - 


ницы. Построение показано на рис. 83а и В, и правильность его ясна 


из рис. 88а. Таким же образом можно построить прямую у=-. В пере- 


сечении получим точку С; 1. Поступая с этой точкой так, как ранее 
ая 
[и и: 

поступали с точкой Е для построения точек с целыми коорди 


Е . Таким 
Я 


натами, 


построим все точки с рациональными координатами вида г, 


путем можно построить все вообще точки с рациональными координа- 


Геометрия ч. 1. 17 


Г 
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Р 
тами. Что касается прямых с рациональными координатами п == я 


=”, т. е. прямых с уравнением вида Р-х- га У--1=0, то та- 


= И т 
кую прямую можно построить, соединяя точки в о), (о, не} 


Р 9 
Сюда не входят пока точки и прямые, у которых обе координаты бес- 


конечны, т. е. точки прямой ХТ и прямые пучка О. Уравнение пря- 


Ц т 
мой пучка О с рациональным отношением координат т будет 


т р 


——х--у==0. Эту прямую можно построить, соединяя точку О с точкой 
п 


т 
(, —"). В пересечении с прямой ХУ, эта прямая дает точку с от- 
п 


у 


(СП 


Рис. 88. 


7 
ношением координат =. Итак, все точки и прямые с рацио- 
п 


пальными координатами или отношениями координат действительно вхо- 
дят в сеть Мёбиуса. 
Остается доказать, что никаких других точек и прямых сеть М&- 
биуса не содержит. Для этого удобнее применить однородные координаты. 
\ 


За однородные координаты точки х=-, = можно принять це. 


лые числа Хх; —р, х,=4, х.==и или другие целые числа, пропорцио- 


т 
нальные им. За однородные координаты точки х== а. а 


==-ть 
о 
= 


х п 
можно принять целые числа х, =и, х,=т, х.==0 или пропорциональ- 


ные им. Аналогично можно задать однородные координаты рациональных 
прямых. Теперь, прямая, соединяющая точки (*» хь %:), (У У, Уз), 
будет (ху; — ху», 31 — 1, ХУ. — Х,У1). Отсюда видно, что пря- 


мая, соединяющая рациональные точки, есть рациональная прямая. Также 
убедимся, что точка пересечения рациональных прямых есть рациональная 


> 


Оф, ный отд > лить, шину а ь = 
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точка. Исхолными точками в построении сети Мёбиуса служат рацио-. 
нальные точки 0(0, 0, 1), Х(0, 1, 0), #(1,0, 0), Е(1, 1, 1). Отсюда 
ясно, что все точки и прямые сети — рациональные. 

152. На рис. 87а ир точка А; гармонически сопряжена с точкой О 
относительно точек Е,, Х, точка А, гармонически сопряжена с точкой 
Е, относительно точек А., Х, ит. д. На рис. 87 а это видно из того, что 
точка А, симметрична с точкой О’ относительно точки Е‚, точка А; сим- 
метрична с точкой Е„ относительно точки Ао, и т. д. На рис. 876 то 
же самое видно из полных четырехугольников ДУЕЁЕ„ ДУС Е, и т. д. 
Таким образом точки оси абсцисс, координаты которых относительно 
системы отсчета ОХЁЕ, суть целые числа, можно 
построить, исходя из точек О, Х, Е, с по- 
мощью последовательных построений четвертых 
гармонических. Далее, точку А! можно было 


п 
бы построить как гармонически сопряженную 


с точкой А„ относительно точек Е,==А, и А_.. 
Это видно из того, что координаты этих точек 


1 
Х=и, х’ = связаны уравнением хх' =1,т.е 
п 


образуют пару инволюции с двойными точками 
Е, =А: и А_,. После этого точку Аш можно 


п 
построить по точкам О, Х, А! так же, как 


п 
точка А„ была построена по точкам О, Х, 


Е, ==А.. Таким образом построение последова- 
тельных четвертых гармонических действительно 
позволяет построить все точки с рациональными 
координатами относительно системы отсчета 
ОХЕ,, исходя из самих точек О, Х, Е,. Легко 
проверить вычислением, что четвертая гармони- 
ческая к трем рациональным точкам есть рацио- 
нальная точка. Отсюда следует, что иррациональ- 
ных точек данным построением получить нельзя. 

153. Для построения точки О, гармонически сопряженной с точкой С 
относительно точек А, В, точки А, В принимаются за противоположные 
вершины какого-нибудь четырехсторонника, точка С принимается за 
одну из диагональных точек, лежащих на прямой АВ, а за точку О 
принимается вторая диагональная точка, лежащая на той же прямой. 
Требуется доказать, что положение точки Д не зависит от выбора че- 
тырехсторонника. Рассмотрим два четырехсторонника с общими верши- 
нами А, В и диагональной точкой С. Пусть будут Н, К, [, М и Н, 
К’, Г, М' остальные вершины этих четырехсторонников, как показано 
на рис. 89. Требуется доказать, что прямые НЕ, Н’Г’ пересекают пря- 
мую АВ в одной и той же точке. Применяя теорему Дезарга к тре- 
угольникам НКМ, Н’'К’М’, найдем, что прямые НН’, КК’, ММ' должны 
пересекаться в одной точке $5. Применяя ту же теорему к треугольникам 
КМ, ГК'М', найдем, что и прямые [/[’, КК’, ММ’ должны пересе- 


© 


Рис. 89. 
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каться в одной точке. Таким образом все четыре прямые НН’, КК’, [,, 
ММ' пересекаются в одной точке. Применяя обратную теорему Дезарга 
например к треугольникам НКЕ, Н'К'Г., найдем, что точка пересечения 
А сторон КЁ, К’Г’, точка пересечения В сторон НК, Н'К’ и точка пе- 
ресечения Ро сторон НЕ, Н’[” должны лежать на одной прямой, т. е., 
что прямые НЁ, Н’[” должны пересекать прямую АВ в одной и той же . 
точке Ш), что и требовалось доказать. 
Заметим, что предыдущие рассуждения 
могут оказаться неприменимыми в частных 
случаях, когда какие-нибудь стороны че- 
тырехугольников НКЕМ, Н'К'ЕМ', кото- 
рые мы предполагали пересекающимися, 
или какие-нибудь вершины их, которые мы 
соединяли прямыми, окажутся совпадаю- 
щими. В этих случаях для доказатель- 
ства теоремы достаточно сравнить четырех- 
угольники НКЕМ, Н’К’["М' с каким-нибудь 
Рис. 90. третьим четырехугольником Н”К"Ё"М”, 
в расположении которого по отношению 
к четырехугольникам НКЕМ, НК'ГМ' не имеют места эти особые 
случаи; легко проверить, что такой четырехугольник Н"К"Г" М" всегда 
можно построить. г 
154. Предположим, что треугольники АВС, А'В’С’ лежат в разных 
плоскостях‘а, а’, и прямые АА’, ВВ', СС’ пересекаются в одной точке 
$, о которой мы предположим сначала, что она лежит вне этих пло- 
скостей (рис. 90). Тогда треугольники АВС, А'В'С’ можно рассматри- 
вать как сечения одного и того 
же трехгранника с вершиной 5. 
Так как прямые АВ, А’В’ лежат 
на одной и той же грани этого 
трехгранника, то они пересекутся 
в некоторой точке Р. Так как 
прямые АВ, А’В’ лежат на пло- 
скостях @, а’, то точка пересече- 
ния их Р лежит на линии пере- 
сечения и этих плоскостей. Также 
докажем, что прямые ВС, В’С’ 
пересекаются в некоторой точке ©, 
что прямые АС, А’С’ пересека- 
ются в некоторой точке Ю, и что ‚ Рис. 91. 
точки О, А также лежат на прямой 
и— аа’. Для этого случая одна из теорем Дезарга доказана, таким об- 
разом, чисто проективным способом. Если точка 5 лежит на одной из 
плоскостей а, а’, например «а, то она должна совпадать с одной из вер- 
шин А, В, С, например А; в противном случае прямые АА' =5$А, 
ВВ' =5$В, СС'==5$С лежали бы на плоскости а, следовательно и вер- 
шины 4’ В’, С’ лежали бы на плоскости а, а тогда плоскость а сов- 
пала бы с плоскостью @а, вопреки условию. Итак, пусть точка А есть 
в то же время точка 5 (рис. 91). Тогда АВ =5В==$8', АС==$С==$С,, 
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точка пересечения Р прямых АВ==5$В' и А'В’ совпалает с точкой В’, 
точно также точка Ю совпадает с точкой С’, прямая РАЮ совпадает 
со стороной В'С', и точка пересечения © прямых ВС, В'С', по са- 
мому определению лежащая на прямой В’С’, тем самым лежит на прямой 
РЮ, что и доказывает рассматриваемую теорему Дезарга для случая, 
когда точка 5 лежит на одной из плоскостей а, а’. Наконец, если точка 
$ лежит на обеих плоскостях а, а’, то она должна совпадать с одной 
из вершин А, В, С, например А, и с одной из вершин В’, С’, напри- 
мер В’; с вершиной А’ она не должна совпадать, ибо в этом случае 
мы не могли бы говорить о прямой ДА’, как об определенной прямой. 
Соответствующее расположение треугольников АВС, А'В’С’ представлено 
на рис. 92 и мы видим, что рассматриваемая теорема Дезарга имеет 
место и для этого случая. 

Аналогично можно доказать и обратную теорему Дезарга. 

Теперь докажем ту же теорему Дезарга, 
которую мы рассматривали, для того случая, $=А=р'ЕР 
когда треугольники АВС, А’'В’С’ лежат в 
одной плоскости. Можно воспользоваться 
теми же рис. 90-92, представляя себе теперь 
треугольники лежащими в одной плоскости, 
причем достаточно рассмотреть случай, когда 
точка $ не совпадает с вершинами треуголь- 
ников, представленный на рис. 90, так как 
в остальных случаях результат очевиден. 110- 
кажем, что треугольники АВС, А’В’С’ на 
рис. 90 можно рассматривать как проекции 
двух сечений одного и того же трехгранника. 
За центр проекции примем наш глаз; за вер- 
шину трехгранника примем какую-нибудь Рис. 92. 
точку, которая кажется совпадающей с точ- 
кой $, но в действительности только лежит на прямой, соединяющей точку э 
с глазом; за ребра трехгранника примем какие-нибудь прямые, пересе- 
кающиеся в выбранной вершине, которые кажутся совпадающими с пря- 
мыми АД’, ВВ’, СС’, нов действительности только лежат на плоскостях, 
соединяющих прямые АД’, ВВ’, СС’ с глазом. Тогда прямые, соединяю- 
щие точки А, В, С, А’, В', С’ с глазом, пересекут ребра трехгранника 
в определенных точках, которые будут казаться совпадающими с точками 
А, В, С, А', В', С. Эти точки ‘будут вершинами двух треугольников, 
которые будут казаться совпадающими с треугольниками АВС, А'В'С', 
но в действительности будут двумя различными сечениями трехгранника. 
Так как соответственные стороны этих треугольников пересекаются на 
одной прямой, то же самое будет иметь место и для их проекций АВС, 
А’В'С'. ®, 

Под глазом подразумевается конечно просто центр проекции, но 
применение глаза в качестве центра проекции избавило нас от необхо- 
димости дополнять чертеж новыми треугольниками, что заметно услож- 
нило бы его. 

155. Стороны простого четырехугольника НАМ можно рассматри- 
вать как стороны полного четырехсторонника, Тогда точка пересечения А 
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противоположных сторон четырехугольника НМ, КЁ и точка пересече- 
ния С противоположных сторон четырехугольника ЕК, [М суть две про- 
тивоположные вершины четырехсторонника, а точки пересечения В, р 
диагоналей четырехугольника НА, КМ с прямой АС суть диагональные 
точки четырехсторонника, лежащие на его диагонали АВ (рис. 93). 
В задаче 153 показано чисто проективно, что точки А, В, С вполне опре- 
деляют точку 0), если принять теорему Дезарга, а в задаче 154 чисто 
проективно доказана и теорема Дезарга. Таким образом показано чисто 
проективно, что определение четвертой гармонической по Штаудту одно- 
значно. Что оно совпадает с метрическим определением задачи 14, ясно 
из того, что метрическое определение приводит к тому же построению 
четвертой гармонической, что и определение Штаудта. 

156. Пусть точкам О, Х, Е ряда и соответствуют точки О’, Х", Е' 
ряда и. Точки М, М' рядов и, и’, имеющие равные рациональные ко- 
ординаты х—=(ОХМЕ), х—=(О'ХЕ’М'), можно получить, исходя из 

точек О, Х, Е и О’, Х', Е, спо- 

М МОЩЬЮ ОДНОЙ и ТОЙ же цепи по- 
строений четвертых гармонических, 

как это ясно из задачи 159. Та- 

7 ким образом точки М, М' соот- 
ветствуют друг другу как по ста- 

рому, так и по новому определе- 

нию, что и доказывает утвержде- 


ние задачи. 
157. Из определения следует, 
А р "А 7 что простым четырехугольникам 
одной системы соответствуют про- 
Рис. 93. стые четырехугольники другой, а 


потому и гармоническим группам 

точек одной системы соответствуют гармонические группы точек другой. 
Примем за системы отсчета в плоских системах какие-нибудь соответ- 
ствующие друг другу четырехугольники ОХТЕ, О'Х’У’Е'. Точки осей ОХ, 
О’Х’ с равными рациональными абсциссами будут соответствовать друг 
другу. То же относится к точкам осей ОТ, О’У' с равными рациональ- 
ными ординатами. Отсюда следует, что вообще точки с соответственно 
равными рациональными координатами будут соответствовать друг другу, 
что согласно с определением коллинеарности, данным в задаче 62. 

158. Для точек М, М’ задачи 156 с рациональными абсциссами х, 
х’ имеем х==х’. Предполагая соответствие непрерывным, мы должны 
считать точки А, А’ с иррациональными абсциссами а, а' соответствую- 
щими в том случае, если эти точки суть предельные точки двух по- 
следовательностей положений точек М, М. Но из х==х’ вытекает 
Ни х=Шпх’, т. е. а==а'. Таким образом абсциссы соответствующих 
точек равны как в случае рациональности их, так и в случае нррацио- 
нальности, что доказывает полную равносильность обоих определений 
проективности. Те же рассуждения можно повторить и для случая колли- 
неарности плоских систем. 

159. Докажем некоторые из предложенных теорем. 

1, Пусть точки А, В лежат на плоскости а. Если бы прямая АВ не 
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лежала на плоскости а, то на основании [4 она не могла бы иметь 
с плоскостью а двух общих точек А, В. 

2. Если бы какая-нибудь общая точка двух плоскостей не лежала 
на линни пересечения их, то на основании [ 8 эти плоскости совпадали бы. 

3. Пусть будут А, В, С три точки, не лежащие на одной прямой. 
Тогда точка АД не лежит на прямой ВС. На основании Гф через А и ВС 
проходит только одна плоскость. На основании принятых определений 
эта плоскость проходит через точки А, ВБ, С. Наоборот, всякая пло- 
скость, проходящая через А, В, С, проходит на основанни доказанной 
теоремы 1 через А и ВС и следовательно совпадает с найденной °* уже 
плоскостью. 

5. Согласно принятому допущению, пространство содержит по край- 
ней мере четыре точки, пе лежащие в одной плоскости или на одной 
прямой. Соединим какую-нибудь прямую с теми из этих точек, которые 
не лежат на ней. Получим по крайней мере две различные плоскости, 
так как в противном случае все четыре точки лежали бы в одной 
плоскости. 

7. Пусть прямые а, $ проходят через точку С. Согласно сделанному 
допущению, прямая а содержит, кроме точки С, еще по крайней мере’ 
одну точку 4. Соединяя точку А с прямой 6, получим птоскость, со- 
держащую также и прямую а. 

Теоремы 4, 6, 8 доказываются двойственно с теоремами 3, 6, 7. 

160. Докажем часть теорем. 4 

1. Если прямые а, 6 параллельны прямой с, то они пересекают бес- 
конечно удаленную плоскость в той же точке, что и прямая с. Слело- 
вательно прямые а, 6 пересекают бесконечно удаленную плоскость _ 
в одной и той же точке, а потому они параллельны. 

5. Пусть плоскости о, В параллельны прямым С, с, а прямые 6, с не 
параллельны между собой. Тогда прямые 6, с пересекают бесконечно 
удаленную плоскость в двух различных точках В, С, а плоскости а, В 
пересекают бесконечно удаленную плоскость по прямым, проходящим 
через точки В, С, т.е. по одной и той же прямой ВС. Таким образом 
плоскости а, В параллельны. 

161. 1. В задаче 159 было допущено, что прямая содержит по край- 
ней мере две точки А, В. На основании Па эти точки определяют два 
открытых отрезка АВ, каждый из которых содержит по крайней мере 
по одной точке. Пусть будет С точка одного из отрезков АВ. На осно- 
вании Пф точки отрезка АВ, отличные от точки С, распределяются 
между определенными открытыми отрезками АС, СВ, и на основании 
Па каждый из них содержит по крайней мере одну точку. Пусть будет 
О точка отрезка АС. Прочие точки отрезка АС распределяются между 
отрезками АД, ОС. Пусть будет Е точка отрезка АД, и т. д. до бес- 
конечности. 

2. По отношению к двум точкам А, Б прочие точки распределяются 
между двумя открытыми отрезками на основании Па. Для отличия 0бо- 
значим эти отрезки через ДВ и ВА. Добавим третью точку С. На осно- 
вании Ца, она приналлежит одному из отрезков АВ, ВА, например отрезку 
АВ. На основании 6 гочки отрезка АВ, отличные от точки (С, распре- 
делятся между определенными открытыми отрезками АС, СВ. Таким 
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образом точки прямой, отличные от А, В, С, распределились между 
определенными открытыми отрезками АС, СВ, ВА. Процесс можно про- 
должать безгранично, добавляя новые точки. 

3. Пусть будут а, 6 две прямые пучка прямых и А, В — точки пе- 
ресечения их с какой-нибудь прямой плоскости аб, не проходящей через 
точку аб. Так как прямые пучка, проходящие через различные точки 
секущей, различны, то при распределении точек секущей на два класса, 
прохолящие через эти точки прямые пучка также распределяются на 
два класса. В частности отрезкам АВ соответствуют два класса аб, 
которые можно назвать отрезками пучка или плоскими углами. Распре- 
деление прямых пучка между этими углами вполне определяется сторо- 
нами углов а, 6 и не зависит от положения сскущей АВ. Действительно, 
если А’'В’ — другая секущая, то согласно И с точки каждого из отрезков 
проектируются прямыми одного из углов аб на один из отрезков А’В', 
так что мы могли бы получить этот угол аб из отрезка А’В’ вместо 
отрезка АВ. После этого все сказанное ранее о числе и расположенни 
точек на прямой непосредственно переносится на число и расположение 
прямых в пучке. Чтобы провести аналогичное доказательство для пучка 
плоскостей, можно например сначала рассматривать два. положения се- 
кущей, пересекающиеся между собой, а для двух непересекающихся 
секущих воспользоваться тем, что всегда можно найти третью секущую, 
пересекающую их. 

162. Пусть будут Су, С.,..., С„-- п различных элементов открытого 
отрезка АВ. Из предыдущей задачи ясно, что элементы отрезка АВ, 
отличные от С., распределяются между п-|-1 отрезками, которые можно 
обозначить, при надлежащем выборе нумерации элеменгов С„, через АС,, 
С.С» С.Сь.... С.В, причем элемент С; всегда будет принадлежать от- 
резку С,_:С;.» если еше положим С;_.==А при #=1 и С: =—В 
при =. Если элемент М вообще может описывать отрезок АВ в по- 
следовательности, удовлетворяющей требованиям задачи, то он должен 
совпадать с элементами С; в такой последовательности, чтобы положение 
С; всегда было промежуточным между С;_: и С;.1. Это возмогино только 
при двух противоположных между собою последовательностях 


О 
А кан 


Теперь покажем, что элемент /М действительно может описывать отрезок 
АВ в соответствии с требованиями, и притом только в двух противо- 
положных направлениях. Действительно, если зададим произвольно по- 
следовательность двух каких-нибудь элементов С, О, то этим опреде- 
лится и последовательность любых двух элементов Е, Р, так как элементы 
С, О, Е, Е могут быть расположены только в две противоположные 
последовательности, удовлетворяющие требованиям задачи, и только при 
одной из них элементы С, Д будут иметь заданную для них последо- 
вательность. 

Заданная таким путем последовательность любой пары элементов удо- 
рлетворяет определению описывания совокупности переменным элементом, 
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данному в задаче 162; так как из трех элементов С, С,, С.» разбиваю- 
щих отрезок АВ на отрезки АС:, С:С», С.С» С.В, только элемент С. 
будет промежуточным между двумя остальными, а из элементов 2: °С, 
один предшествует обоим остальным, а другой следует за обоими 
остальными. 

Полученные таким образом два направления описывания противопо- 
ложны друг другу, так как при изменении последовательности элементов 
С, О меняется очевидно и последовательность любых двух элементов Ё, Р. 

Начального и конечного положения описывающего элемента не суще- 
ствует. Действительно, если С — какой-нибудь элемент и О, Е — какие- 
нибудь элементы отрезков АС, СВ, на которые элемент С разбивает 
отрезок АВ, то один из элементов р, Е предшествует элементу С, а 
другой следует за ним. Следовательно С не есть ни начальный, ни ко- 
нечный элемент. 

Незначительным видоизменением предыдущего рассуждения получим 
те же результаты для замкнутого отрезка АВ с той разницей, что в этом 
случае один из элементов А, В будет начальным, а другой конечным 
положением описывающего элемента. 

2. За исключением последнего утверждения, эту теорему можно дока 
зать с помощью рассуждений, совершенно аналогичных предыдущим. 
Докажем только последнее утверждение. Если А — начальное положение 
элемента М, а В— какое-нибудь другое его положение, то из двух от- 
резков АВ тот, который описывается раньше, описывается в направле- 
нии АВ, а тот, который описывается позже, описывается в направлении 
ВА. При обратном направлении описывания совокупности меняется по- 
следовательность этих отрезков и направление описывания их. Если же 
за начальное положение примем элемент В’ и изменим последовательность 
отрезков, то направление описывания их не изменится, а при сохране- 
нии прежней последовательности отрезков изменится на обратное. 

_ 163. Три: элемента разбивают всю совокупность 1-ой ступени на три 
отрезка. Направления совокупности, начинающиеся с двух из этих эле- 
ментов, как легко убедиться, будут согласны между собой тогда и только 
тогда, когда им соответствуют одинаковые направления всех трех отрез- 
ков. Поэтому согласие направлений, начинающихся с двух из этих эле- 
ментов, с направлением, начинающимся с третьего, равносильно согласию 
их между собой, что доказывает первое из утверждений задачи. 

° Пусть будут А, В начальные элементы двух согласных направлений и 
С, С.»..., Сп-— какие-нибудь элементы одного, а о Нине дИе НЕТ 
какие-нибудь элементы другого из отрезков АВ, расположенные в по- 
следовательности, определяемой направлениями этих отрезков. Тогда в 
зависимости от выбора начального элемента последовательность всех эле- 
ментов будет С,, Сь... С», и» Ба... Оь или Б,, О СО 
Мы видим, что эти последовательности отличаются друг от друга лишь 
круговой перестановкой, что и доказывает второе утверждение задачи. 

164. На основании предыдущей задачи элементы А, В, С в зависи- 
мости от выбора начального положения переменного элемента будут встре- 
чаться в последовательностях АВС, ВСА, САВ при одном напра- 
влении описывания и в последовательностях СВА, АСВ, ВАС при 
другом направлении описывания. Так как эти шесть послеловательно- 
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стей исчерпывают все возможные последовательности элементов АВС, 
то теорема доказана. 

165. Пусть будет О точка пересечения прямых а, 2. Причислим вся- 
кую точку /[ плоскости аб, не лежащую на прямых а, 6, к той или иной 
угловой области смотря по тому, к которому из двух углов аё пучка О 
принадлежит прямая ОМ == т. Если М, М. — две точки одной области, 
то ОМ. ==т., ОМ, = т, — прямые одного угла аб. Один из углов 
т: ть весь принадлежит этому углу аб, и следовательно перспективный ему 
отрезок /М, М, весь принадлежит соответствующей области. Если точки 
М;, М, принадлежат разным областям, то прямые 271:, т. принадлежат 
разным углам аб. Если А, В — точки пересечения прямой М, М, с пря- 
мыми а, 6, то точки М, М. принадлежат вследствие этого к разным 
отрезкам АВ. Отсюда следует, что и точки А, В принадлежат к разным 
отрезкам /М, М.. Чтобы убедиться в этом, достаточно разбить всю пря- 
мую точками А, В, М,, М. на четыре отрезка, как в задаче 161, 2. 

166. Предоставляем доказательство. читателю. Нужно рассмотреть слу- 
чаи, когда одна из точек /1,, /М, лежит на стороне или обе лежат на. 
разных сторонах. 

167. Обозначим угловые области, ограниченные сторонами АВ, АС, 
через (А), (4’), и угловые области, ограниченные сторонами ВА, ВС 
через (В), (В'). Точки всякой треугольной области, определяемой треу- 
гольником АВС, должны принадлежать одной из областей (А), (А’) и 


‚одной из областей (В), (В’). Таким образом возможны четыре треуголь- 


ные области (АВ), (А'В’), (АВ’), (А'В). Эти области действительно су- 
ществуют, так как всякие две прямые пучков А, В, принадлежащие оп- 
ределенным угловым областям, пересекаются в точке, принадлежащей 
соответствующей треугольной области. Остается доказать, что точки каж- 
дой из треугольных областей принадлежат определенной угловой обла- 
сти, ограниченной сторонами СА, СВ. Пусть будут М., М, две точки 
области (АВ) и предположим сначала, что они лежат на одной прямой с 
одной из вершин А, В, например А. Если Н — точка пересечения этой пря- 
мой со стороной ВС, то пучок прямых С (А М, М. Н...) перспекти- 
вен с пучком прямых В (А М, МН...). Так как прямые ВМ,, ВМ, со- 
держатся в одном угле пучка В, ограниченном прямыми ВА, ВС==ВН, 
то и прямые СМ, СМ. содержатся в одном угле пучка С, ограничен- 
ном прямыми СА, СН =Е СВ. Иначе говоря, точка ЛМ, принадлежит той 
же угловой области, ограниченной прямыми СА, СВ, что и точка М.. 
Если точки М, М, не лежат на одной прямой ни с одной из вершин 
А, В, то прямые АМ,, ВМ, пересекаются в точке А области (АВ), от- 
личной от точек /,, М., и по предыдущему точка М. расположена по 
отношению к прямым СА, СВ в той же угловой области, что и точка 
К, а точка К — в той же угловой области, что и точка М,, стало быть 
попрежнему точка /М, в той же области, что и точка М,. Отсюда ясно, 
что все точки треугольной области (АВ) расположены в одной и той же 
угловой области по отношению к прямым СА, СВ, что и требовалось 
доказать. Совершенно аналогично убедимся, что точки М), Му, располо- 
женные в одной из угловых областей (А), (А’) и в разных угловых об- 
ластях (В), (В'), принадлежат разным угловым областям по отношению 
к прямым СА, СВ. Отсюда следует, что одна из этих угловых областей 
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содержит треугольные ‘области (АВ), (А'В'), а другая — треугольные об- 
ласти (АВ’), (А'В). Если обозначим первую через (С), а вторую — че- 
рез (С’), то треугольные области можно будет обозначить через (АВС), 
(А’В’С), (АВ'С’), (А'ВС’). Это обозначение симметричнее прежнего, так 
как оно не отдает преимущества каким-либо двум определенным верши- 
нам. Чтобы составить обозначения всех четырех треугольных областей, 
нужно либо оставить все три буквы без штрихов, либо снабдить штри- 
хами две из них. 

168. 1. Прямая АВ разбивается точками А, В наодва взаимно до- 
полнительных замкнутых отрезка АВ. Один из них принадлежит замкну- 
той угловой области (С), другой — замкнутой угловой области (С”’); 
общие концы отрезков А, В принадлежат обеим областям. Оба от- 
резка принадлежат замкнутым ‘угловым областям (А), (А’), (В), (В’), 
так как они принадлежат их общей стороне АВ. Следовательно один 
из отрезков принадлежит замкнутым треугольным областям (АВС), 
(А’В'С), принадлежащим угловой области (С), а другой отрезок принад- 
лежит замкнутым треугольным областям (А'ВС’), (А'В'С’), принадлежащим 
угловой области (С’). Удобно обозначить первый отрезок через с, второй 
через с’. Прилагая те же рассуждения к сторонам АС и ВС, убедимся, 
что точки А, В, С разбивают прямые ВС, АС, АВ соответственно на 
отрезки аиа', би’, сис’, каждый из которых служит общей сто- 
роной одной из пар треугольных областей, а именно той, которая принад- 
лежит угловой области того же наименования, что и этот. отрезок. 

2 и 3. Рассмотрим наиболее общий случай, когда прямая, соединяю- 
щая две рассматриваемые точки Л, М№, не проходит через точки А, В, С. 
Точки пересечения 4,, В, С, прямой ММ с прямыми ВС, АС, АВ раз- 
бивают прямую ИЛ на три отрезка, не имеющие: иных общих точек, 
кроме концов. Концы каждого стрезка лежат на двух из прямых ВС, 
АС, АВ, и весь отрезок принадлежит одной из угловых областей, огра- 
ниченных этими прямыми. Обозначим эти отрезки через а, 6, с; и 
соответствующие области через (А), (В), (С). Дополнительные отрезки 
а‘, 6’, с’ принадлежат дополнительным угловым областям (А’), (В’), (С’). 
Отрезок а, есть часть отрезков 0,’ и с:'. Следовательно он принадлежит 
угловым областям (А), (В’), (С’), т. е. треугольной области (АВ’С”. 
Так же убедимся, что отрезок 6, принадлежит области (А'ВС’), и от- 
резок с, принадлежит области (А’В'С). Точки М, М принадлежат либо 
одному из отрезков а, В, с1, например а,, либо двум из них, на- 
пример 6, и с,. В первом случае точки М, № обе принадлежат области 
(АВ'С’), и тот из отрезков /ММ, который принадлежит отрезку а, 
также принадлежит области (АВ’С’. Во втором случае одна из 
точек М, № принадлежит области (А'ВС’), а другая прннадлежит об- 
ласти (А'В'С). Тот из отрезков ММ, который содержит общий конец 
А, отрезков 6,, с,, пересекает в точке А, общую сторону а’ областей 
(А’'ВС’, (А’В’С). 

Случай, когда прямая ММ ‚проходит через одну или две из точек А, 
В, С, предоставляем рассмотреть читателю. 

4. Мы видели только что, что всякая прямая, не проходящая через 
точки А, В, С, содержится в трех из четырех треугольных областей АВС, 
которые мы обозначили через (АВ’С’), (А'ВС’), (А'В’С). Точки пересе- 
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чения ее с прямыми ВС, АС, АВ принадлежат соответственно сторонам 
а’, 5’, с. Каждой из областей (АВ’С’), (А'ВС’), (А'В’С) принадлежат 
только две из этих сторон, а области (АВС) не принадлежит ни одна 
из них. Таким образом прямая, ие проходящая через вершины треуголь- 
ной области, либо не пересекает ее сторон, либо пересекает две из них. 
Если прямая пересекает одну из сторон, то мы имеем второй случай, и 
следовательно эта прямая пересекает еще одну сторону и не пересекает 
третьей. 

169. Пусть в четырехстороннике с парами противоположных вершин 
АВ, СО, А’В’ вершины А, В, С, В" остаются неподвижными, а вершина 
Р описывает сторону ВВ’ в определенном направлении (рис. 94). Тогда 
вершина А’, как проекция вершины О из вершины А на сторону ВС, 
описывает сторону ВС также в определенном направлении. Диагональ- 
ные точки С’, С’ диагонали АВ, как проекции вершин О, А’ соответ- 
ственно из вершин С, В’ на диагональ АВ, описывают эту диагональ 
также в определенных направлениях. При этом, когда точка С) совпадает 
с В' или В, обе точки С’, С” совпадают 
соответственно с А или В. Покажем, что 
при других положениях точки О, точки С", 
С" разделены точками А, В, т. е. принад- 
лежат разным отрезкам АВ. Действительно, 
если точка О не совпадает с точками В’', 
В, то она не лежит на сторонах треуголь- 
ника АВС и следовательно принадлежит 

Рис, 94. одной из треугольных областей АВС. Обо- 
значим область, к которой принадлежит О 
в одном из своих положений, через (АВС). Тогда точки А’, В', С’ при- 
наллежат соответственно сторонам а, 6, с этой области, а точка С” 
принадлежит, на основании 168, 4, стороне с', дополняющей сторону с 
до полной прямой АВ. При движении точки Л), начиная с положения 
В', в каком-либо направлении точки С’, С” движутся, начиная с поло- 
жения А, причем одна из них сначала описывает отрезок с, а затем от- 
резок с’, другая же, наоборот, сначала описывает отрезок с’, а затем с. 
Следовательно точки С’, С’, гармонически сопряженные относительно 
точек Д, В, одновременно описывают прямую АВ в противоположных 
направлениях, встречаясь только в точках А, В, что и требовалось до- 
казать. 

170. 1. Пусть будет С первая точка встречи точек М, №, одновре- 
менно описывающих некоторый отрезок АВ в противоположных напра- 
влениях. Начальными положениями точек /И, № служат разные концы от- 
резка АВ; в противном случае они одновременно описывали бы не один 
и тот же отрезок АВ, а дополнительные отрезки АВ. Поэтому первая 
точка встречи С точек М, № отлична от точек А, В и разбивает 
отрезок АВ на два отрезка, которые мы обозначим, в зависимости от напра- 
вления описывания их, через АС, СВ или черзз СА, ВС. Пусть точка М по- 
следовательно описывает отрезки АС, СВ. В это самое время точка № 
последовательно описывает отрезки ВС, СА. Следовательно точки М, № 
совпадают только в точке С. 

2. Пусть пары точек АВ, СО не разделяют друг друга. Тогда от- 
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резки, на которые точки А, В, С, О разбивают прямую, можно обоз- 
начить через АВ, ВС, СО, ВА. Дополнительные отрезки мы обозначим 
через А-В, В.С, С-Р, О-А. Пусть будут М, № точки, гармонически 
сопряженные с одной и той же точкой Р соответственно относительно 
пар точек АВ, СО. Когда точка Р описывает отрезок АВ, то точка М 
описывает отрезок А +В, а точка № описывает часть отрезка СО, ибо 
отрезок АВ составляет часть отрезка С. О. Но сам отрезок СД, а по- 
тому и всякая. часть его, составляет часть отрезка А-В. Поэтому при 
некотором положении точки Р точки М, № совпадут, и таким образом 
найдется точка О, гармонически сопряженная с точкой Р относительно 
обеих пар АВ, СО. 

Пусть теперь пары точек АВ, СР разделяют друг друга. Допустнм, 
что существует пара точек Р, @, гармонически сопряженных относи- 
тельно обеих пар АВ, СР. Так как точки Р, © разделяют точки А, В, 
то все четыре точки разбивают прямую на четыре отрезка, которые 
можно обозначить ‘через АР, РВ, ВО, ОА или РА, ВР, ОВ, АС, в 
зависимости от направления описывания. Точка С принадлежит одному 
из этих отрезков. Меняя местами обозначения точек А, В и точек Р, ©, 
можно достигнуть того, чтобы этот отрезок оказался обозначенным че- 
рез АР. Когда точка /М описывает отрезок АР, то точка №, гармони- 
чески сопряженная с ней относительно пары РФ, описывает тот из от- 
резков, ограниченных точками В, Р, который мы обозначили через ВР, 
так как она движется в направлении, противоположном точке М. Но когда 
точка М совпадет с С, точка № совпадет с О. Таким образом точки 
С, р принадлежат соседним отрезкам АР, РВ и следовательно при- 
надлежат отрезку АВ, составленному из этих двух отрезков. Так как 
это противоречит условию, согласно которому пара СО. разделена парой 
АВ, то не может существовать пары точек, гармонически сопряженных 
относительно обеих пар АВ, СБ. 

3. Чтобы перенести предыдущие свойства расположения и числа эле- 
ментов на пучок прямых или плоскостей, достаточно привести пучок в 
перспективное соответствие с какой-нибудь прямой. 

171. Из определения проективности, данного Штаудтом, ясно, что 
перспективность есть проективность, а также, что два ряда, проективные 
третьему, проективны между собой. Пользуясь этим, мы можем построить 
проективность между двумя рядами и, и', в которой заданным различ- 
ным между собою точкам А, В, С ряда и соответствовали бы заданные 
различные между собою точки А’, В', С ряда и'. Если прямые и, и’ 
пересекаются, то для этого достаточно применить построение задачи 68, 
а если они скрещиваются или совпадают, то этот случай можно свести 
к предыдущему, пересекая их третьей прямой, Нужно только доказать, 
что найденная таким путем проективность есть единственная возможная. 
Предположим, что существует две таких проективности, т. е., что ряду 
(А'В'С'М’...) на прямой и. проективны два ряда (АВСМ. ..) и (АВСМ,...) 
на прямой и. Тогда ряды (АВСМ...), (АВСМ,...) на прямой и были бы 
проективны между собой, и соответствующие точки М, М, не всегда сов- 
падали бы. Нужно показать, что это невозможно. 

Покажем прежде всего, что когда одна из точек, соответствующих 
друг другу в проективности между двумя рядами, описывает свой ряд 
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в определенном направлении, другая точка также описывает свой ряд в 
определенном направлении. Из определения описывания прямой в опре- 
деленном направлении, данного в задаче 162, видно, что для этого до- 
статочно доказать, что отрезкам одного из проективных рядов всегда со- 
ответствуют отрезки другого. Пусть будет М, № две точки отрезка РО 
одного ряда и М’, №, Р’, ©' — соответствующие точки другого ряда. 
Так как точки М, № не разделены точками Р, О, то существует пара 
точек 5Т, гармонически сопряженная относительно обеих пар ММ. РО. 
В силу определения проективности, соответствующие точки 5’, Т’ гар- 
монически сопряжены относительно пар М'М, Р’О’. Поэтому точки 
М', № не разделены точками Р’, О’, т. е. принадлежат одному отрезку 
Р'@’. Таким образом всякой точке М, принадлежащей тому же отрезку 
РО, что и точка №, соответствует точка М', принадлежащая тому же 
отрезку Р’О’, что и точка №, что и доказывает требуемое свойство 
проективности. 

Возвращаясь к проективности между рядами (АВСМ...) и (АВСМ....) 
на прямой и, заставим точку М описывать тот отрезок АВ, который не 
содержит точки С, в направлении от А к В (рис. 95). Тогда точка М! 
опишет тот же отрезок в том же направлении. Допустим, что точки 

М, М, при этом не все время совпа- 
и Дают, и пусть будут О, О, два раз- 
у ВУ д, ЛИГЕ 8 (личные между собой одновременные 
| ; положения их. Не нарушая общно- 
сти, можно предположить, что точка О 
принадлежит отрезку АД,. Так как 
отрезок О,В есть часть отрезка ОВ, то точки М, М,, описывая от- 
резки ОВ, О.В, встретятся в какой-нибуль точке Е в первый раз, так 
что на отрезке ОЕ не будет двойных точек проективности. Заставляя 
точки М, М, описывать тот же отрезок АВ в противоположном на- 
правлении, докажем таким же образом, что на отрезке РА существует 
такая двойная точка проективности ЁР, что отрезок ОР’не будет содер- 
жать других двойных точек проективности. Отрезок ЕЁ, составленный 
из отрезков РЁ, ОЕ, не будет, таким образом, содержать двойных то- 
чек, кроме точек Е и Р. Но отрезок ЕЁ либо составляет часть отрезка 
АВ, либо совпадает с ним, и потому не содержит двойной точки С. 
Поэтому он содержит точку С’, гармонически сопряженную с С относи- 
тельно его концов Ё, Р и отличную от них. Но точка С’ как четвер- 
тая гармоническая к трем двойным точкам также двойная. Полученное 
противоречие показывает, что точки М, М,, описывая отрезок АВ, все 
время совпадают, т. е., что все точки отрезка АВ двойные. Поэтому 
будут двойными и все точки дополнительного отрезка А. В, так как 
они гармонически сопряжены с точками отрезка АВ относительно его 
концов А, В. Таким образом все точки прямой и двойные, т. е. ряды 
(АВСМ...), (АВСМ,...) совпадают всеми соответствующими точками. 
Иначе говоря, всякой точке ряда и’ соответствует в обеих рассматрива- 
емых проективностях одна и та же точка ряда и, что противоречит до- 
пущению существования двух таких проективностей. 
Теорема, таким образом, доказана. 
172, Из определения ясно, что в коллинеарности между двумя пло- 


Рис. 95. 
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скими системами четырехугольникам и четырехсторонникам одной си- 
стемы соответствуют четырехугольники и четырехсторонники другой. От- 
сюда следует, что гармоническим группам точек и прямых одной систе- 
мы соответствуют гармонические группы точек и прямых другой. На ос- 
новании определения проективности между рядами точек заключаем, что 
соответствующие ряды точек обеих систем проективны, и применяя 
аналогичное определение для проективности между пучками прямых, убе- 
ждаемся, что и соответствующие пучки прямых проективны. Пусть будут 
АВСО и А’'В’'СШ’ два четырехугольника, лежащие соответственно на 
плоскостях в, =. Если существует коллинеарность между плоскими си- 
стемами ев, =, в которой четырехугольнику АВСО соответствует четы- 
рехугольник А’В'С'О’, то она единственная. Действительно, проектив- 
ность например между пучками А и А’ определяется соответствием 
трех пар прямых АВ и АВ’, АСи АС, АО и А’)’ этих пучков, и 
то же относится к пучкам Ви В' Си С, ри П.. 

Поэтому, если дана точка /М плоскости =, не лежащая например на 
прямой АВ, то прямым АМ, ВМ пучков А, В соответствуют вполне оп- 
ределенные прямые пучков А’, В', отличные от прямой А’В’, и эти пря- 
мые пересекаются в вполне определенной точке М’ плоскости =’, которая 
только и может соответствовать точке М. 

Но при таком построении точки М’, соответствующей точке М, 
плоские системы действительно будут коллинеарны. В самом деле, когда 
точка ЛИ овисывает прямую, пересекаюшую прямую АВ, прямые АМ, 
ВМ описывают перспективные пучки А, В. Прямые Д’М', В'М'’ описы- 
вают пучки А’, В', проективные пучкам ДА, В и следовательно проектив- 
ные между собой. Проективность между пучками А’, В’ есть перспектив- 
ность, так как прямые Д’В’, В'А’ пучков А’, В’, состветствуя прямым 
АВ, ВА пучков. А, В, которые в силу перспективности между пучками 
А, В соответствуют. друг другу, также соответствуют друг другу. Таким 
образом рядам точек, пересекающим прямую ДВ, соответствуют ряды 
точек, пересекающие прямую А’В'. Тем самым установлено соответствие 
и между точками самих прямых АВ, А'В', которое ускользало от преж- 
него построения. Ясно, что установленное таким образом соответствие 
между плоскими системами в, =’ есть коллинеарность, в которой четырех- 
угольники АВСО, А'В'С'О’ соответствуют друг другу. 


ОТДЕЛ Ш. 


ГЛАВА 1. 


1. Движение плоской фигуры вполне определяется траекториями двух 
ее точек. Поэтому достаточно рассмотреть какой-нибудь отрезок АВ 
(рис. 1). Пусть А'В'’ — соответствующий отрезок другой фигуры, при- 
чем АВ =А'В'. Проведем перпендикуляры через середины отрезков АА' 
и ВВ’. Их точка пересечения О и будет искомым центром вращения, 
что легко видеть из равенства треугольников АОВ и А’ОВ’. 

Если же перпендикуляры ОР и ОР’ не пересекутся (будут парал- 
лельны), то центр вращения будет на бесконечно большом расстоянии, 
т. е. будет иметь место случай поступательного движения. 

2. Рассуждения предыдущей задачи применимы и для бесконечно 
малых вращений около точки О (рис. 1). В этом случае АА’ и ВВ' 
будут элементами (с точностью до бесконечно малых высшего порядка) 
траекторий точек А и В. Следовательно перпендикуляры ОР и ОР’ об- 
ратятся в пределе в нормали к этим траекториям. 


Рис. 1. Рис. 2. 


Если вместо точки В взять какую-нибудь другую точку С, то анало- 
сичными построениями получим для отрезка ДС прежний центр враще- 
| ния О, что и доказывает теорему. 

3. Так как мгновенный центр определяется пересечением нормалей к 
траекториям точек. А и В (рис. 2), то, построив АО | аи ВОТЬ, 
| найдем его. Нормаль к траектории точки С тоже должна пройти через 
О. Следовательно прямая С® и будет искомой нормалью. 

| 4. Решается аналогично предыдущей задаче. 

| 5. Решается аналогично предыдущей задаче. 
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6. Построив мгновенный центр @, опустим из него перпендикулял на 
подвижной отрезок АВ. Основание Р этого перпендикуляра и будет 
искомой точкой (рис. 3). 

7. Рассмотрим два бесконечно близкие по- , 
ложения кривой: Ги Г” (рис. 3). Их точки пе- Г 
ресечения будут (в пределе) точками касания 
‚ с огибающей. С другой стороны, прямые, сое- 
диняющие эти точки с мгновенным центром, А 
будут нормалямн к траекториям этих точек, 
так как их бесконечно малое смещение напра- а ох 
влено по касательным к огибающей. Г `` 

8. Повернем данную кривую вокруг 9. 
точки О на бесконечно малый угол: получим 
конгруэнтную ей кривую. Обе этн кривые Рис. 3. 
пересекаются в точках касания с огибаю- 
щей. Но эти точки являются основаниями нормалей к огибающей 
(а следовательно и к данной кривой) из точки О. Так как число то- 
чек пересечения равно и, то следовательно искомое число нормалей 
будет и”. 

9. Для определения точки касания с огибающей находим сначала 
мгновенный центр ® (рис. 4) и опускаем из него перпендикуляр на 
подвижной отрезок АВ. Основание С этого перпендикуляра и будет нс- 
комой точкой касания. Из прямоугольных треугольников АС® и вС® 
имеем: 


Асс о: Вес в, 


откуда 
АС: ВСЮ а: В. 


10. Для нахождения точек касания с огибающими нужно опустить 
перпендикуляры из мгновенного центра на все прямые пучка. Очевидно, 
что основания этих перпенди- 
куляров лежат на окружности, 
диаметром которой будет отре- 
зок прямой, соединяющей мгно- 
венный центр с центром пучка. 

11. Окружность с центром 
в вершине прямого угла. 

Указание. Построить нор- 
маль к траектории и найти ее 
неподвижную точку. 

12. Пусть а и 6 — прямо- 
линейные траектории двух то- 
чек А и В подвижной пло- 

Рис. 4. скости (рис. 5). Проведем ок- 

: ружность через точку их пе- 

ресечения С и через точки А и В. Далее, пусть имеем подвижной 
треугольник АВМ, неизменной формы с вершиной М на этой окруж- 
ности. При движении эта окружность будет все время проходить через 
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точки С и М, так как она описана на хорде АВ, вмещающей постоянный 


—^ —_\ 

угол С (то же и для /Г). Строим мгновенный центр 9; он будет лежать на 
этой же окружности. Так как хорда ВМ имеет постоянную длину, то сле- 
довательно и угол ВМ 
у ви: будет постоянный, А так 
2 , › как ВЭ перпендикулярно 
\Х к а, то можно заключить, 
что ЭМ (нормаль к траек- 
тории точки М) сохра- 
няет свое направление. 
Следовательно точка М 
движется по прямой. Это 
относится очевидно ко 
всем точкам окружности, 
В процессе движения тре- 
угольник АВМ займет 
положение А’СВ’, так как 
углы АМВ и А’'СВ'’ рав- 
НЫЕ ны. Значит траектория 
Рис. 5. точки Л пройдет через С. 
13. Обозначим для со- 
кращенности мгновенный центр « относительно я. через (п, т’), а дру- 

гой через (х’, т). 

При бесконечно малом перемещении точка (=, п’), будучи неподвиж- 
ной, принадлежит обеим фигурам т и т’. То же можно сказать и отно- 
сительно центра (л’, т), т.е., что он также принадлежит обеим фигурам. 

Если эти центры не совпадают, то следовательно у фигур т и т' 
есть две общих точки. А это значит, что я и т' неизменно связаны 


друг с другом, что противоречит условию теоремы. Следовательно (х, т’) 
совпадает с (м’', т). . 

14. Пусть фигуры я, р, в дви- 
жутся в одной плоскости (рис. 6). 
Обозначим мгновенный центр враще- 
ния х относительно р через (п, р) и 
два других центра соответственно че- 
рез (р, в) и (5, п). Допустим теперь, 
что эти центры не лежат на одной 
прямой. Тогда точка (р, в) должна при 
бесконечно малом перемещении сме- 
ститься по перпендикуляру к прямой 
(п, р) (, °), так как она должна по- 
вернуться около своего мгновенного 
центра (п, р). Аналогично можем за- Рис. 6. 

КЛЮЧиТЬ, ЧТО эта же точка (р, с) должна 

одновременно сместиться и по перпендикуляру к прямой (я, в) (5, д), 
по тем же соображениям. Но это возможно только если (т, о), (, в) 
и (с, т) лежат на одной прямой, так как только в этом случае оба 
смещения точки (р, <) совпадут. 


А! ( 
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15. Пусть АВ — общая хорда неподвижной кривой (С) и подвижной 
(Г). При движении отрезка АВ относительно кривой (С) мгновенный 
центр находится на пересечении Р нормалей в точках А и В кривой (С). 
Рассматривая же движение кривой (Г) относительно отрезка АБ, видим, 
что мгновенный центр будет находиться в 
точке пересечения (©) нормалей к кривой (Г) 
в ее точках А и В. Следовательно иско- 
мый мгновенный центр должен лежать на 
прямой '!) РО. 

Рассматривая кривые (С,) и (Г), по- 
строим аналогично прямую Р,(,. Искомый 
мгновенный центр определится пересече- 
нием прямых РО и РС. 

16. Пусть прямая ОМ (рис. 7) вра- 
щается вокруг одной из своих точек О, а 
по ней скользит отрезок Р.М постоянной 
длины так, что один из его концов (на- 
пример Р) описывает прямую. Тогда дру- 
гой его конец М опишет кривую, которая называется конхоидой 
Никомеда. При этом точка О называется полюсом конхоиды, а 
неподвижная направляющая прямая — ее основанием. 

Построим сначала мгновенный центр прямой ОМ. Для этого восста- 
вим два перпендикуляра: один в точке Р к неподвижной прямой (тра- 
ектории точки Р), а другой в точке О к подвижной прямой. Их пе- 
ресечение определит мгновенный центр 9. Соединяя @ с М получим 
нормаль к конхоиде в точке М, а по ней легко построим и касательную. 

17. Решается аналогично 

М предыдущей задаче, только 

вместо неподвижной прямой 

будем иметь неподвижную 
кривую Г (рис. 8). 

18. Строим нормаль к 
подвижной кривой в ее не- 
подвижной точке и нормаль 
к траектории в соответству- 
ющей точке. Пересечение 
этих двух нормалей опреде- 
Г. лит искомый мгновенный 
центр. 

19. Искомое геометриче- 
ское место есть парабола с 
вершиной в неподвижной точке и осью симметрии, перпендикулярной 
данной прямой (воспользоваться проективными свойствами параболы). 

20. Парабола с вершиной в полюсе конхоиды и общей осью сим- 
метрии. 

21. Пусть Р— центр пучка (рис. 9), а ОМ — отрезок постоянной 
длины. Через точку © проводим диаметр данной окружности. Тогда пря- 


Рис. 9. 


1) Это следует из теоремы Аронгольда — Кеннеди (см. предыдущую задачу). 
* 
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мая, соединяющая другой его конец А с точкой М, описывающей кривую, 
И будет искомой нормалью. 

22. Пусть Р (рис. 10) — одна из точек подэры. Из условий задачи 
легко заключить, что подэра представляет собой траекторию вершины Р 
прямого угла МИРО, который 
движется так, что одна из его 
сторон ОР проходит через не- 
подвижную точку О, а другая 
сторона РМ касается кривой Г. 
Строим мгновенный центр 9: 
он будет лежать на пересечении 
нормали к кривой Г в точке М 
и перпендикуляра к ОР в точ- 
ке О. Соединяя точки Ри ® 
прямой, получим нормаль РЗ 
к подэре в точке Р. 
| Так как фигура ОРМ® есть 

Рис. 10. прямоугольник, то ОН=НМ. 

Отсюда получаем очень про- 

стое правило построения нормали к подэре: соединяем точку касания 

с полюсом и делим этот отрезок пополам. Соединяя его середину Н 

с основанием Р соответствующего перпендикуляра ОР, получаем искомую 
нормаль РН. 

23. Решается аналогично пре- 
дыдущей задаче. 

24. По условию мы имеем 
подвижной прямой угол, одна из 
сторон которого проходит через 
неподвижную точку Е (рис. 11), 
а другая касается конического 
сечения. Строим мгновенный 
центр @. Прямая М9 будет оче- 
видно нормалью траектории точ- 
ки /М. Эта нормаль параллельна 
стороне РА,, треугольника РРЕЁ, 


О—— 
(вследствие равенства углов ИРМ№ 


— 
и РМ9®) и проходит через сере- 
дину РЕ;, следовательно она прой- Рис. 11. 
дет и через середину РЕ,, т. е. 
через центр конического сечения. Отсюда легко заключить, что точка М 
движется по кругу. 

29. Парабола. Доказывается на основании свойств проективных то- 
чечных рядов. 

26. Эллипс или гипербола. Доказывается аналогично предыдущей задаче. 

27. Проведем через точку М (рис. 12) прямые МН и ММ’, парал- 
лельные соответственно АС и ВО, и МК параллельно АС. Очевидно, 
что при движении звеньев АР, ЭС и СВ точки Н и К будут непо- 
движны. Далее, точка /М описывает окружность с центром в В, причем 
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сторона КМ’ прямого угла КЛМ проходит через постоянную точку К. 
Следовательно другая его сторона М’ огибает некоторое коническое 
сечение. — Следовательно 
траектория точки /М есть 
подэра этого конического 
сечения с полюсом ЯН. 

Для построения нор- 
мали нужно найти мгно- 
венный центр ® отрезка 
ОС и соединить его пря- 
мой с точкой М. Полу- 
ченная прямая М® и бу- 
дет искомой нормалью. 
Для определения точки ® 
нужно построить нормали 
траекторий точек Ди С. 
А так как Др и С описы- 
вают окружности с цен- 
трами в А и В, то иско- 
мый мгновенный центр 
определяется пересечением 
продолжений АД и ВС. 

28. Подэра конического сечения. 

29. Сначала построим нормали в точках касания этих хорд со своими 
огибающими. Прямая, соединяющая вершину подвижного угла с точной 
пересечения этих нормалей, будет искомой нормалью. 

30. Построить нормали 

М в точках касания, рассмотреть 
полученный прямоугольник. 

31. Пусть М есть вер- 
шина подвижного прямого 
угла (рис. 13). Построив нор- 
мали к эллипсу в точках ка- 
сания А и В, получим в 
их пересечении мгновенный 
центр 8. Прямая @М есть 
нормаль к траектории точ- 
ки М. Так как четырех- 
угольник А/МВ® прямоуголь- 
ный, то АС = ВС. Но пря- 
мая, проходящая через по- 
люс /{ и середину поляры 
АВ, обязательно пройдет и 

Рис. 13. через центр эллипса. 

Таким образом все нор- 
мали траектории точки М проходят через центр эллипса О. Следова- 
тельно искомая траектория есть окружность с центром в О. 

32. Решается аналогично предыдущей задаче. Обратим движение, 
т. е. сделаем неподвижным коническое сеение, и будем перемещать угол 


Рис. 12. 
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мг». 


так, чтобы его стороны оставались касательными. Рассуждения, аналогич- 
ные примененным в предыдущей задаче, покажут, что траекторией вер- 
шины угла будет окружность, концентричная коническому сечению. Сле- 
довательно вершина угла при движении находится на одном (постоянном) 
расстоянии от центра конического сечения. Возвращаясь к прежнему дви- 
жению, видим, что центр конического сечения описывает окружность 
центр которой в вершине прямого угла. 
33. Решается аналогично задаче 31. 
Искомая траектория есть директриса параболы. 
34. Мгновенный центр определяется пересечением нормалей к подвиж- 
ной кривой в двух фиксированных точках. Следовательно искомые точки 
касания будут основаниями нор- 


? 


А малей, проведенных из мгно- 
венного центра к движущейся 
кривой. 


35. Легко доказывается на 
основании результатов преды- 
дущей задачи, для чего нужно 
сначала вместо касания рассмо- 
треть пересечение в двух фик- 
сированных точках. Сближая 
эти точки и переходя к пределу, 
увидим, что мгновенный центр 
лежит на пересечении двух бес- 
конечно близких нормалей, т. е. 
в центре. кривизны, 

Точки касания с огибающей 
определяются аналогично тому, 
как это сделано в предыдущей 
задаче. 

36. Нормали, построенные 

Рис. 14. в точках касания с данными 

кривыми, определяют мгновен- 

ный центр. Соединяя его прямой линией с данной подвижной точкой, 
получим искомую нормаль. 

37. Строим мгновенный центр. Он лежит на пересечении нормалей 
к подвижной кривой в неподвижной точке и в точке ее касания с дан- 
ной кривой. Соединяя прямой исследуемую точку с мгновенным цент- 
ром, получим искомую нормаль. 

38. Пусть ВАС — подвижной угол (рис. 14), а О и О, — центры 
данных неподвижных окружностей с радиусами О.Н и О.К. Проведем 
через О; и О. прямые, параллельные сторонам угла АВ и АС. 

Их точка пересечения О неизменно связана с этим углом, так как ее 
расстояния ОР= О.Н и. ОО =О.К не меняются при движении, а следо- 


че —— 
вательно длинна ОА — соп${, Далее, так как ООО, = ВАС == соп$., то 
траектория точки О есть окружность, проходящая через точки О; и О. 


(ее центр определяется пересечением перпендикуляров к серединам отрез- 
ков ОО; и ОО,). 
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Наконец, из равенств: 
— ——. —— ——. 
ООР= ВАО; О.0В==<САО 


заключаем, что прямая АО проходит через некоторую определенную (не- 
подвижную) точку О окружности ОО, О.. 

Следовательно, траектория точки А есть конхоида с полюсом Ри 
с круговым основанием ОО,О.. 

Мгновенный центр лежит на пересечении НО, и КО.. Соединяя его 
прямой линией с вершиной А, получим нормаль к траектории, а следо- 
вательно легко построим и касательную. 

39. Пусть фокус Е эллипса движется по прямой а; причем сам эллипс 
касается прямой 6 точке М. Строим мгновенный центр ® (рис. 14а) и, 
соединяя его прямой линией с центром эллипса О, получи нормаль ОЗ 
к искомой траектории. Если продол- : 
жить радиус-вектор Е” точки М до 
пересечения с прямой а, то получим, 
что РО = ЕР, так как МР делит по- 
полам угол РМО. Далее, МН = РН 
и ЕР'О=РО, а значит линия ОЯЗР 
есть прямая, параллельная прямой ЁР'О. 
о Следовательно нормаль к траектории 
точки О проходит через неподвиж- 
ную точку Р, т. е. искомая траек- 
тория есть окружность. 

Чтобы найти ее радиус, доста- 
точно повернуть эллипс так, чтобы 
другой его фокус Е’ попал на пря- 
мую а. Тогда легко видеть, что радиус 
равен половине большой оси. 

40. Траектория середины отрезка 
будет циссоида. Приведенный в за- | 
даче способ ее образования дан Нью- ` Рис. 14а. 
тоном. 

41. Обозначим центры данных окружностей через О; и О, (рис. 14) 
и проведем через них прямые ОО, и ОО,, параллельные сторонам АВ 
и АС подвижного треугольника АВС. Из чертежа легко видеть, что точка 
пересечения ОО, и ОО, при движении треугольника АВС остается не- 
изменно связанной с ним, так как ее расстояния от АВ и АС, соответ- 
ственно равные ОР=0О,.Н и ОО==О.К, не изменяются. Следовательно 
ОР 1 ВС сохраняет свою длину. Далее, угол ООО. равен углу ВАС, 
а значит точка О описывает окружность, проходящую через точки О; и 
О.. Для нахождения точки касания ВС со своей огибающей надо опу- 
стить на нее перпендикуляр ®М из мгновенного центра ®, который, как 
известно, находится в пересечении нормалей в точках М и К. 

Так как угол О, ОМ равен углу АВС, т. е. сохраняет свою величину" 
постоянной, то точка № не перемещается по окружности МОО,О!. От- 
сюда следует, что расстояние ММ прямой ВС от неподвижной точки №, 
равное ОЮ, остается постоянным. Значит прямая ВС при своем движе- 
нии огибает окружность © центром №, 


Е о Е Е ПИИЕРИИНИНЕНИЧИНИ ЦИИ 
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42. Сначала определяем мгновенный центр. Он определится пере- 
сечением двух нормалей: одна в точке пересечения подвижной кривой 
с неподвижной, которую эта точка описывает 
(нормаль к неподвижной кривой); вторая — 
в точке касания с другой данной кривой. 

Соединяя найденный мгновенный центр 
с любой точкой подвижной кривой, получим 
искомую нормаль. 

Точками касания огибающей будут осно- 
вания нормалей, проведенных из мгновенного 
центра к подвижной кривой. 

Рис. 18. 43. Пусть ® — мгновенный центр (рис. 15), 

а ©, и ©,’ — его бесконечно близкие поло- 

жения на неподвижной и Подвижной центроидах. При этом поворот 

вокруг ® сделан на угол 40 (одного порядка малости вместе с 45); 

треугольник ®®,9;’ равнобедренный, так как 9, может быть совме- 
щено с 9, поворотом вокруг ® на угол 46. Следовательно 


29, — 2А5 т - 


ИЛИ С ТОЧНОСТЬЮ ДО бесконечно малых высшего порядка: 
9,0’ —=А$. 46. 


Отсюда следует, что @@,' является бесконечно малой второго порядка, 


т. е. обе центроиды касаются в точке © (если бы было не касание, а 
пересечение, то 9,’ было одного порядка малости вместе с Д5). А так 
как точка 9, ба центром вращения, не движется ни по одной из 
центроид, то значит одна из этих центроид катится по другой без скольжения. 

44. Когда обе кривые (Г) и (Г,) касаются друг друга в точке А, то 
эта точка является мгновенным центром вращения для М. В следующем 
положении, когда точка А,’ совпадает с Д,, 
точка М будет иметь мгновенным центром А, ` р 
вращаясь около него и описывая бесконечно “7779 т 
малую дугу круга с радиусом А,’М. Анало- (М) 
гично будет и для следующих а А, Ау, | 
А;,... А это подтверждает правильность 
изложенного способа построения. 

Здесь полезно отметить, что прямая, соеди- 
няющая любую точку кривой (Г) с соответ- 
ствующим положением образующей точки М, 
есть нормаль к рулетте (это следует из основ- 
ных свойств мгновенного центра). Рис. 16. 

45. Пусть Р есть точка касания огибаю- 
щей (рис. 16) с подвижной кривой (/М), и пусть ® соответствующий мгно- 
венный центр. Проведем в точке Р касательную к обеим кривым. Пере- 
мещение точки Р слагается (геометрически) из двух движений: относи- 
тельного движения вдоль по кривой (11) и перемещения переносного дви- 
жения точки кривой (//), с которой в данный момент совпадает точка Р. 
Оба эти перемещения направлены по касательной. Следовательно и их 
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геометрическая сумма имеет то же направление. Но ЭР есть нормаль 
к траектории точки Р. Поэтому Р® есть нормаль к кривым (М) и (С) 
в их общей точке касания. 

46. Так как @ является мгновенным центром точки М, то точка М 
при бесконечно малом перемещении движется по касательной к окруж- 
ности с центром в ® и радиусом, 
равным ЭМ. Затем, когда кривая 
(Г”) коснется кривой (Г) в точке ©, 
то некоторая точка М’ кривой (С) 
будет иметь направление движения 
по касательной к окружности с 
центром в ®,' и радиусом, равным 
ОМ’ (рис. 17). Продолжая ана- 
логичные рассуждения для следу- < 
ющих точек касания кривых (Г) > 
и (Г’), приходим к требуемому до- атьы. 
казательству. С (Г) 

47. Рассмотрим сначала каче- 
ние (Г”) по (Г) (рис. 18). Очевидно рис. 17. 
кривую (С) можно рассматривать 
как огибающую подвижного круга, центр которого движется по кри- 
вой (Г), проходя через точки ®, @,, 8.,.., а радиус соответственно при- 
нимает значения: 


О == М; МЕ ВМ ит в (“) 


(Г) 


60 


за. 
й 


Рис. 18. Рис. 19. 


Аналогичные равенства получим и для качения кривой (Г) по кривой (Г\): 

АМ, =А'М; ВМ. = В'М, ит. д. (==) 

Сравнивая (*) и (**), видим, что кривая (С) будет огибать кривую (С,) 
при качении (Г) по (Г). 

48. Возьмем на данной рулетте ряд точек М, М, М.,... (рис. 19), 


и построим в них нормали к этой кривой, продолжив их до пересечения 
© данной неподвижной кривой (Г). Построим на нормали Мо треуголь- 
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ник МО,’ так, чтобы. 
00,'=090,; МО = М9. 


7 


Далее опять строим треугольник М8,’ так, чтобы 
7 7 Зы о А 7 ть 


Продолжая это построение, мы получим ломаную линию 99,'®”... 
Принимая расстояния между точками М, М,, М,,... бесконечно 
малыми, легко докажем, что с точностью до бесконечно малых второго 


орядка можно написать равенства: 
РУ с г '. 
АЛ. 2. 9, =АМ9,'9.'; ит. д. 
Очевидно, что при качении линии 898, '@’... по кривой (Г) точка 


М, неизменно связанная с ®9,'9’..., опишет данную кривую (М). 

49. Эвольвента круга. 

50. Пусть АВ — данный подвижной отрезок (рис. 20), скользящий 
по данным неподвижным прямым ОА и ОВ. Построим окружность ОАВ. 
Очевидно мгновенный центр ® будет 
лежать на этой окружности. Далее, так 
как угол АОВ постоянный, то и угол 
АЗВ тоже постоянный. Следовательно 
окружность во время движения отрезка 
АВ будет проходить через точку О. 
Кроме того, ФО есть диаметр этой окруж- 
ности, длина которого равна длине АВ, 
деленной на синус угла АОВ, т. е. ве- 
личина постоянная. 

Следовательно неподвижная  цен- 
троида есть круг, описанный радиу- 
сом О@ из центра О. 

Окружность АОВ неизменно связана 
с подвижной плоскостью, определяемой 
отрезком АВ. При этом мгновенный 
центр @ постоянно находится на этой окружности, которая и будет по- 
движной центроидой. 

51. Пусть радиус неподвижного круга (Г) вдвое больше радиуса под- 
вижного круга (Г”) (рис. 20). Фиксируем на окружности (Г") некоторую 
точку В. Так как ®В есть нормаль к ее траектории, то ВО будет каса- 
тельной. Эта касательная постоянно проходит через неподвижную точку О. 
Следовательно искомая траектория будет прямая, проходящая через О, 
т. е. диаметр неподвижного круга. 

02. Пусть отрезок АВ = скользит своими концами по двум кругам 
(Г.) и (Г.) (ис. 21) равного радиуса 7. Построим мгновенный центр 
©, для чего соединим прямыми точки А и В с центрами О; и О. кру- 
гов (Г;) и (Г.). Из равенства треугольников О.О,А и АВО, заключаем, 
что угол ОАО, равен углу АО,В. Отсюда получаем, что треугольник 
АО. равнобедренный, т. е. О.@ = А9. Следовательно 


@® -|- О. == ЗО: -- ОА — г = сои. (=) 
Значит неполвижная центроьхда есть эллипс с фокусами О! И О. 


Рис. 20. 
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Чтобы найти подвижную центроиду, обратим движение. Пусть отре- 
зок АВ станет неподвинным, а оба круга будут перемещаться так, что, 
не меняя своего взаимного расположения, будут проходить через точки 
А и В. Тогда точки О; и О., находясь на постоянном расстоянии г от 
точек А и В, булут описывать окружности, т. е. отрезок постоянной 
длины ОО, === АВ будет скользить по двум окружностям постоянного 
радиуса г. Следовательно центроидой и в этом случае будет эллипс, 
равный (*). 

53. Две равные гиперболы (рис. 22). 

Доказывается аналогично предыдущей задаче. Из равенства треуголь- 
ников 4АО,В и О,ВО. получаем: 80. — ЗО, = соп$. 


[И 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
А 


Рис. 21. Рис. 22. 


54. Обе центроиды — овалы Декарта. Пусть отрезок ОС скользит 
концами по окружностям (Г) и (Г.) (рис. 12) с центрами в Аи В. 
Рассмотрим треугольник О®В, пересеченный прямой АС. Легко доказать, 
что 

3С.ВЕ. АР =ВС.РЕ. АЗ (теорема Менелая). 


Но. так как ВЕ = БЕ, то 


2С _ ВС 

ЗА АБ 
т. е. неподвижная центроида есть геометрическое место точек, для кото- 
рых отношение расстояний до данной окружности к расстоянию до дан- 
ной точки А есть величина постоянная, а это есть овал Декарта. 

Для определения подвижной центроиды надо обратить движение и 
проделать аналогичные рассуждения. 

55. Неподвижная центроида — окружность ОО:0. (рис. 14). Под- 
вижная центроида — окружность с центром в О и радиусом ОЗ. 

96. Рассмотреть точку касания кривых (А) и (А) и соответствую- 
щие точки эквидистантных кривых (А’) и (А,'). 

97. Две эквидистантные эвольвенты неподвижной окружности. 

Для доказательства рассмотреть траекторию центра подвижного круга 
(эвольвента неподвижного круга) и использовать результаты предыдущей 
задачи, считая подвижную окружность как кфивую, эквидистантную своему 
центру. 


—= соп$%., 


за ВИ в оо ооо ово ам + фоты, козу оффе не чц — 
- > " ` *— ыы - ` >» 
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58. Проведем через точку касания окружностей (Г) и (Г,) касатель- 
ную к кругу (Г.) (рис. 23). Пусть подвижная эвольвента пересекает 
эту касательную в точке М. По свойству эвольвенты РМ будет нор- 
малью к ней. А так как эта нормаль проходит через мгновенный центр 
2, то точка М будет точкой касания эвольвензы со своей огибающей. 
Далее, из подобия прямоугольных треугольников ®Р.О; и ЭРО имеем: 


О.Р, 0,8 
ов ов = 0136 
следовательно 
ОР —=соп$., 


т. е. нормаль ЛИР к огибающей эвольвенты касается окружности с цент- 
ром О и радиусом ОР. Следовательно это будет тоже эвольвента. 
59. Введем вспомогательную окружность (Г“) 
(рис. 24), вдвое меньшего радиуса чем у (Г). При 
качении (Г) по (Г,) любая ее точка М будет опи- 
сывать окружности диаметром (Г). Пусть в на- 
чальном положении точки А, и М, 
совпадали в общей точке А каса- 
ния кругов (Г), (Г!) и (Г’). Тогда 
очевидно дуги ЗА, ЗА, и 9М 
этих окружностей будут равные 
(по длине). 

р —— (Г) Следовательно окружность (Г”) 
катится без скольжения по (Г) и 
ее точка /М описывает при этом 
диаметр А.В, неизменно связан- 

Рис. 23. ный С (Г.). Но точка М есть Рис. 24. 
точка касания этого диаметра со 

своей огибающей, так как ®М | А.В. Следовательно искомая огибающая 
есть геометрическое место точек М, т. е. эпициклоида. 

60. Эпициклоида. Решается аналогично предыдущей задаче. 

61. Цепная линия. 

62. Основание цепной линии проходит через неподвижную точку, 
которая очевидно и будет представлять собой огибающую. Следовательно 
эвольвентой цепной линии будет трактриса. 

63. Искомая траектория есть эллипс. Для доказательства следует 
сначала установить, что геометрическое место мгновенных центров вра- 
щения есть эволюта эпициклоилы. 

64. Пусть ММ, есть траектория точки М (рис. 25). Тогда, проведя 
прямую ®М, получим нормаль к этой траектории. Возьмем на кривой 
(Г) бесконечно близкую 9 точку А и соответствующую ей точку А на 
подвижной прямой / (при качении точки АЮ и А совпадают). Центр кри- 
визны Р рулетты точки /М определится пересечением М@ и нормали 
к /{М., проходящей через А. Центр кривизны кривой (Г) будет лежать 
на пересечении двух смежных нормалей ЗО и АО к (Г.. 

При бесконечно малом перемещении подвижная плоскость вместе 


— 


с точкой М и прямой / повернется на угол О, или, что то же самое, 
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на угол (МК, М,Р). Но так как (МЮ, РМ,) = М-Р, то 


О=М-Р. (=) 


Опишем из центров М и Р дуги окружностей радиусами М® и РО. 
Тогда, отбрасывая бесконечно малые высших порядков, можем написать: 
7) ША 45 
9 = — а: — 9 Т= А с0$$ = ЧА с03Ф — с05% 45, 
— О = А с0$ф==с0$0 4$, 


ЭТ _ с05% р ета) а 
4 [ "—4 р—а 


—^ „> 
Подставляя найденные значения О, Ри Мв (*) и сокращая на 45, 
получим 


1 Я 1 
ЕЕ [Е с05 5. 


65. Решается на основании со- 
ображений, аналогичных применен- 
ным в предыдущей задаче. 


Рис. 25. 


65. Пусть ОО, — нормаль к кривым (Г) и (Г\) в их общей точке каса- 
ния (рис. 26), а Ои О, — соответственно центры кривизны. Проведя 
ОМ, получим общую нормаль к подвижной кривой (С,) и ее огибающей 
(С). Возьмем на кривой (Г) бесконечно близкую к ® точку А и соответ- 
ствующую ей`точку В на (Г,). Построив нормаль к (С,) из точки В, 
получим в пересечении с нормалью ®@М центр кривизны Р, кривой (С,). 
Аналогично найдем центр кривизны (С) в пересечении нормали к (С) из 
точки В с нормалью 9. 

С точностью до бесконечно малых высшего порядка можно положить: ° 

У > 
а ЗА те Е рай ОВ _ 48 ее) 
9 р Ра т БР 
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Описав окружности из центров Ри Р, радиусами Р® и Р.®, анало- 
гично будем иметь: ; 


5 [@} 9 
а а’ 
Но так как 
8 = 09 = ЭВ с0$ф== с0$Ф 4$, 
то 
95 У ВО г. 
Р=— 108$; и. (=*) 


При движении, когда точка В совпадает с точкой А, точка № совме- 
стится с точкой М, и подвижная плоскость с кривыми (Г.) и (С;) по 


вернется на угол (О.В; ОА) или, что то же самое, на угол (Р.В; РМ). 
А так как 


К — — с оо 5—^ — 
(0,8; ОА) =0--0,; (Р.В; РМ) =Р-ЕР,, 


[ то — —^ —^ —^ 
й ОО, =Р-+Р.. 


"Г \. , .—^ 
(И) Полставляя сюда значения О, 


мо м 0,, Б, Р, ив (4) и (*) н со 
| кращая на 4$, получим: 


1 те = ( 1. ге 1 сов о 
а 
67. Соединяя прямой точки М 
и 9, получаем нормаль к огибаю- 
щей (С). Далее проводим прямую 
Р.О, через данные центры кри- 
визны Р; и О, кривых (С; ) и (Г.), 
и продолжаем ее до пересечения 
° (в точке О) с перпендикуляром 8О 
к нормали 8М. Наконец, соединяя 
точку @ с центром кривизны О 
кривой (Г), получим искомый центр 
Рис. 27. кривизны кривой (С) в пересече- 
нии прямых ОО и М®. 
Доказательство правильности этого построения получается из рас- 
смотрения двух пар подобных треугольников (рис. 27) 


ДРОЗЯ — А РКО; 
^Р,.08 — АР.НО;; 
и применения формулы Савари (см. задачу 67). 
68. Решается на основании предыдущей задачи. 
69. Окружность, касающаяся в мгновенном центре обоих кругов 
(Г) и (Г). 
70. Окружность, касающаяся в мгновенном центре обоих кругов (Г) 
и (Г). Эта окружность называется кругом перегиба. 


[) 
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71. Получается как следствие из самого построения этих кругов. 

72. Окружность, касающаяся обоих центроид в мгновенном центре. 

73. Принять во внимание, что при бесконечно малом перемещении 
мгновенный центр будет лежать на пересечении двух бесконечно близких 
нормалей неподвижной кривой (в соответствующей точке касания), т. е. 
в ее центре кривизны. 

74. 1. Трактриса есть кривая с постоянной длиной касательной. Сде- 
лав неподвижным отрезок касательной (постоянной длины) и двигая 
трактрису с ее основанием, мы будем иметь случай, исследованный в 
предыдущей задаче. Искомый центр кривизны определится пересечением 
нормали к трактрисе в одном конце неподвижного отрезка и перпенди- 
куляра к ее основанию в другом конце этого же отрезка. 

2. Радиус-вектор образует постоянный угол с касательной к спирали. 
Сделаем неподвижным этот угол и будем перемещать спираль. Тогда 
нскомый центр кривизны определится пересечением нормали из вер- 
шины угла (к спирали) с перпендикуляром из полюса к радиусу-век- 
тору. 

75. Пусть (С) и (С’) — подвижные кривые, а пи *'’ — связанные с 
ними плоскости, скользящие по плоскости я, неподвижных кривых. 

Пусть далее 7, Л — мгновенные центры вращения при передвижении 
п пох, и т'по по. Очевидно это будут точки касания с неподвижными кри- 
выми. Так как кривые (С) и (С’) пересекаются под постоянным углом, 
то касательные и нормали в этой точке пересечения образуют четверку 
прямых неизменной формы, связанную с некоторой плоскостью в, кото- 
рая перемещается относительно п, хи т, так, что одна из ее точек 
постоянно находится в М, точке пересечения данных кривых (С) и (С). 
При движении с по х мгновенный центр ® находится в центре кривизны 
кривой (С) для точки М. При движении же с по п, мгновенный центр 
будет на прямой /; но он будет также и на прямой Л®’ (®'’ — центр 
кривизны кривой С’ в точке М), т. е. в их точке пересечения. 

Следовательно нормаль к траектории м 
точки М в плоскости ло проходит через точку 
пересечения прямых /х и Ло. 

76. Эволюта неподвижной кривой. 

77. Так как углы подвижного треуголь- 
ника АВМ не меняются, то для них легко 
можно определить мгновенные центры (рис. 28). 
Например для угла А известны траектории 
двух его точек: А и Р. Проведя нормали 
к траектории (А) и (Г) в точках А и Р, 
найдем мгновенный центр 9.. 

Аналогичными же построениями найдем 
мгновенный центр ®. угла В. 

Опустив перпендикуляры из ®, и ®, на прямые АМ и ВМ, найдем 
точки касания их со своими огибающими. Следовательно угол неизмен- 
ной формы М при своем движении касается двух каких-то кривых. Зная 
две точки касания О и Ю, легко построить мгновенный центр 9:. Он 
лежит на пересечении перпендикуляров О®; и Ю®.. Следовательно М®, 
будет нормалью к траектории точки М. 


Рис. 28. 
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78. Решается аналогичко предыдущей задаче. Прямая ОМ, соединяю- 
щая точку М с точкой О, делящей расстояние между мгновенными цен- 
трами ®, и ®. в данном отношении, будет нормалью к траектории 
точки М (рис. 29). 


Рис. 29 Рис. 30. 


82. Пусть АВ — большая ось эллипса, а Е, Е, — его фокусы (рис. 30). 
Возьмем на нем произвольную точку М и построим в ней нормаль 
к эллипсу. Из точки пересечения 
нормали с фокальной осью вос- 
ставим перпендикуляр №Р (к нор- 
мали) и продолжим его до пере- 
сечения с радиусом-вектором Е/ 
(точка Р). Тогда перпендикуляр РС 
к ЕМ пересечет нормаль в соот- 
ветствующем центре кривизны С. 

83. Пусть АВС — данный под- 
вижной треугольник, а О, и 
О. — центры кругов, огибаемых 
его сторонами АВи АС (рис. 14). 
Строим окружность, проходящую 
через точки О,, О, и мгновен- 
ный центр ®. Затем на прямой АЗ 
строим точку К, гармонически 
отделенную от ® точкой А и точ- 
кой пересечения построенной ок- 
ружности с прямой ЗА. Середина 
Н отрезка 8К и будет искомым 
центром кривизны. ° 

Рис. 31. 84. В точке касания М эллипса 

с неподвижной прямой (рис. 31) 

строим нормаль ИЛ и продолжаем ее до пересечения с фокальной осью ЁР.. 
Далее, проводим МР |1 ММ до пересечения с прямой МЁ, соединяющей 
фокус Е с точкой касания /М. Затем строим РО 1 ЕМ. Через точку @ 
пересечения нормали ЛМ с прямой РО и через фокус Е проводим пря- 
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мую ЕЮ до. пересечения с МЮ, перпендикулярной МЕ. Искомый центр 
кривизны траектории фокуса Е определится пересечением прямой ЕМ и 
перпендикуляром из точки А на касательную. 


ГЛАВА 11. 


85. Прямая пересечения плоскостей т и с принадлежит комплексу, а 
следовательно проходит через фокус Р плоскости в, т. е. фокус Р пло- 
скости с лежит на плоскости т. 

86. Для доказательства взять вместо плоскости с бесконечно удален- 
ную плоскость. 

87. Доказательство, аналогичное приведенному в задаче 85. 

88. Эта теорема является простым следствием предыдущей. 

89. Пусть 4 есть ось пучка, а &’— геометрическое место фокусов 
плоскостей. Возьмем произвольную точку ДА на оси и проведем через нее 
плоскость х (произвольную). Пусть эта плоскость пересечет 4’ в точке А’. 

Точка А’ есть фокус одной из плоскости пучка: Следовательно и 
фокус плоскости х будет лежать на прямой АА’. Из этих рассуждений 
необходимо следует, что произвольно взятая плоскость я пересекает ли- 
нию 4’ в одной точке. Значит линия 4’ есть прямая. 
® 99. Возьмем на данной прямой 4 две произвольные точки Аи Ви 
построим соответствующие им Ффокальные плоскости ли т.. Обозначим 
прямую пересечения х и т, буквой 4’. Фокусы плоскостей, проходящих 
через &’, лежат на одной прямой (см. предыдущую задачу), содержащей 
точки А и В, а это и нужно было доказать. 

Обратное предложение предоставляется доказать читателю. 

91. Так как прямая принадлежит комплексу, то фокусы всех плоско- 
стей, проходящих через нее, лежат на ней ке, т. е. сопряженная ей пря- 
мая совпадает с ней. Наоборот, если прямая совпадает со своей сопря- 
женной, то следовательно ‘всякая плоскость т, проходящая через нее, 
будет иметь своим фокусом одну из точек этой прямой. Значит пучок 
прямых, лежащих в этой плоскости, с центром в ее фокусе (а следова- 
тельно и данная прямая) принадлежит комплексу. 

92. Доказывается способом „от противного“. 

93. Пусть прямая и комилекса пересекает одну ‘из взаимно сопря- 
женных прямых 4 в точке /(. Проведем плоскость через прямые 1 и 4. 
Эта плоскость пересечет другую сопряженную прямую в точке ЕЁ, кото- 
рая будет ее фокусом, а так как прямая м лежит в этой плоскости и 
принадлежит комплексу, то должна пройти через фокус Р, т. е. пересе- 
чет обе взаимно сопряженные прямые. 

94. Бесконечно удаленная плоскость принадлежит всякому. пучку 
параллельных плоскостей. Следовательно прямые, соединяющие фокусы 
плоскостей любого пучка (диаметры комплекса), проходят через фокус 
бесконечно удаленной плоскости, т. е. все они взаимно параллельны. 

95. Принять во внимание, что прямая, сопряженная оси, лежит на 
пересечении бесконечно удаленной плоскости с плоскостью, ортогональ- 
Ной оси. 

’96. Пусть 4 и 4'— пара взаимно сопряженных прямых, а =— их се- 
кущая. Плоскость, содержащая прямые @ и &, пересекает прямую. 4'в 
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своем фокусе, через который очевидно пройдет и прямая &. Следова- 
тельно прямая & принадлежит комплексу. 

97. Воспользоваться указанием к задаче 95. 

98. Пусть плоскость п параллельна паре взаимно сопряженных пря- 
мых 4 и 4. Их обе точки пересечения лежат на бесконечно удаленной 
плоскости. Прямая, соединяющая их, принадлежит комплексу. Следова- 
тельно фокус плоскости т лежит на этой прямой (бесконечно удален), 
т. е. плоскость п есть диаметральная плоскость линейного комплекса. 

99. Пусть ось и пара взаимно сопряженных прямых пересекают пло- 
скость (ортогональную оси) соответственно в точках А, ДиП". Прямая 
АР, будучи ортогональна оси, принадлежит комплексу. А так как она 
пересекает одну из взаимно сопряженных осей, то пересечет и другую, 
т. е. пройдет и через точку О”. 

100. Общий перпендикуляр двух взаимно сопряженных прямых орто- 
гонален диаметральной плоскости (именно той, которая параллельна этим 
прямым), а следовательно ортогонален-и оси комплекса. 

101. Пусть дана плоскость т и принадлежащая ей прямая 4. Прове- 
дем через фокус этой плоскости какую-нибудь прямую 2, пересекаю- 
щую 4. Так как прямая х принадлежит комплексу, то она должна 
пересечь и другую, сопряженную относительно 4, прямую 4’. Следова- 
тельно 4’ пересечет плоскость х в ее фокусе. Так как прямая 4 была 
взята произвольно, то все сказанное относится ко всем прямым пло- 
скости п; а это и нужно было доказать. 

102. Обозначим точку пересечения прямых данной совокупности че- 
рез ГР, а ее фокальную плоскость через л. Возьмем одну из прямых этой 
совокупности 5 и ей сопряженную 2”. Всякая прямая т, проходящая 
через Р и лежащая на плоскости п, принадлежит комплексу. Следова- 
тельно, пересекая в Г одну из сопряженных прямых ©, она должна пе- 
ресечь и другую сопряженную прямую сх”. 

Вследствие произвольности прямой т заключаем, что прямая =’ 
должна принадлежать плоскости т. 

103. Доказывается аналогично предыдущей задаче. Нужно только 
принять во внимание, что все диаметры комплекса имеют общую точку 
на бесконечно удаленной плоскости. 

104. Если две прямые пересекаются в некоторой точке ЕЁ, то сопря- 
женные им прямые должны лежать в фокальной плоскости точки Ё (см. 
задачу 18), т. е. тоже пересекаются. 

105. Пусть пара взаимно сопряженных прямых г и в’ пересекают 
произвольную плоскость т в точках С и С’. Проведем через фокус Р 
плоскости к и точку С прямую. Очевидно эта прямая принадлежит 
комплексу, а следовательно пересечет и 2’, т. е. пройдет через точку С’. 

Таким образом три точки РЁ, @, С’ должны лежать на одной прямой. 

105. Пусть 2, & и [1 Г-— данные две пары взаимно сопряженных 
прямых, а С, С’ и [, Г’ —их точки пересечения с данной плоскостью. 
Искомый фокус определяется пересечением прямых СС’ и [1' (см. пре- 
дыдушую задачу). 

107. Через данную прямую проведем две произвольные плоскости и 
построим их фокусы (см. предыдущую задачу). Прямая, проходящая че- 
рез них, будет сопряженной относительно данной. 
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108. Строим фокус Ё данной плоскости и фокус Е, плескости, на- 
раллельной ей. Прямая РЕ, будет искомой. 

109. Выберем из этой совокупности пучок плоскостей с осью д. Фо- 
кусы плоскостей этого пучка будут лежать на прямой #', сопряженной =. 
А так как прямая 2’ должна принадлежать фокальной плоскости, общей 
точки данной совокупности, то следовательно все фокусы будут лежать 
В этой плоскости. 

110. Для доказательства нужно предварительно установить, что ряды 
точек, определяемые прямыми комплекса на двух данных прямых, явля- 
ются проективными рядами. После этого можно воспользоваться теоремой 
Шаля: подвижная прямая, пересекающая две неподвижные прямые (не 
лежащие в одной плоскости) и определяющая на них два проективные 
ряда, образует поверхность второго порядка. 

Иначе можно рассуждать так: прямые комплекса, пересекая две дан- 
ные прямые (не лежащие в одной плоскости), необходимо пересекут и их 
сопряженные прямые, а следовательно образуют линейчатую поверхность 
второго порядка. 

111. См. предыдущую задачу. 

112. См. задачи 107 и 110. 

113. Линейная конгруэнция характеризуется тем, что через произ- 
вольно взятую точку пространства проходит только одна прямая, при- 
надлежащая конгруэнции. 

Возьмем какую-нибудь точку Р. Через эту точку проходят две фо- 
кальные плоскости данных комплексов, пересекающиеся по прямой, при- 
надлежащей обоим этим комплексам. Следовательно такие прямые обра- 
зуют линейную конгруэнцию. 

114. Проведем через данную прямую & плоскость 1 (произвольную). 
По основному свойству линейных конгруэнций на всякой плоскости про- 
странства лежит только одна прямая этой конгруэнции. Легко показать, 
что прямая 5 является простой линией исследуемой поверхности. Следо- 
вательно произвольная плоскость у, проходящая через х, пересекает эту 
поверхность по прямой, а значит мы имеем дело с поверхностью вто- 
рого порядка. 

115. Возьмем плоский пучок прямых с вершиной О и обозначим его 
плоскость через п. Каждая прямая 2 этого пучка определяет линейчатую 
поверхность второго порядка (см. предыдущую задачу). Легко показать, 
что все эти поверхности проходят через две прямые конгруэнции 4 и 
4; одна лежит в плоскости п, а другая проходит через точку О. Но 
тогда, как известно из общей теории поверхностей второго порядка, 
должны быть еще две общих прямых у этих поверхностей (эти прямые 
могут быть мнимыми), не принадлежащих данной конгруэнции. 

116. Рассмотреть директрисы линейной конгруэнции, образованной пря- 
мыми, общими двум данным комплексам (эти прямые могут быть МНИМЫМИ). 

117. Два линейных комплекса определяют линейную конгруэнцию. 
Рассмотрим ее директрисы 4 и 4’ и третий комплекс. Прямые & и 4', 
вообще говоря, не будут взаимно сопряженными относительно этого 
комплекса, а следовательно его прямые, пересекающие 4 и 4’ (а значит 
принадлежащие конгруэнции), образуют поверхность второго порядка. 

118. См. предыдущую задачу. 
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119. Каждая пара данных комплексов определяет линейную конгру- 
энцию. Возьмем обе пары директрис этих конгруэнций. Существуют 
две определенные прямые (вещественные или мнимые), пересекающие 
одновременно все четыре директрисы. Следовательно эти последние две 
прямые принадлежат всем четырем комклексам. 

120. См. задачу 119. 

121. См. задачу 119. 

122. Проще всего эту теорему доказать аналитически, если принять 
во вниманне, что уравнение линейного комплекса прямых содержит пять 
независимых постоянных. | 

Геометрическое построение (а следовательно и доказательство) ли- 
нейного комплекса по пяти данным прямым предоставляется читателю. 

123. Для доказательства вывелем сначала одну вспомогательную фор- 
мулу. Возьмем подвижной отрезок переменной длины и рассмотрим два 
его бесконечно близких положения: АВ и А'В’. Пусть А" и В" — 
проекции точек Д’и В" на прямую АВ. Тогда с точностью до беско- 
нечно малых высшего порядка можем написать: 


А'В' =А"В" =А"А-АВ- ВВ": 
откуда 
А’'В' —АВ= ВВ" — АА"; 
Пусть, далее, & есть угол между АА’ и АВ, а В— угол между ВВ’ 
ни АБ. : 
Тогда: | | 
А'В' — АВ = ВВ' с05 8 — ДА' соза. (=*) 
По условиям нашей задачи, Д'В" = АВ и один из углов, например а»› 


% 


п р а 
равен ——. Но тогда из (**) заключаем, что с0$В =0, т. е. В = нь 


2 
и доказывает теорему. 

124. При бесконечно малом перемещении фигуры неизменного вида 
каждая ее точка описывает определенную траскторию (кривую). Следо- 
вательно нормали к траектории в любой ее точке лежат в одной пло- 
скости (нормальная плоскость траектории). Другими ‘словами, каждой 
точке будет соответствовать плоский пучок прямых — нормалей; т. е- 
совокупность нормалей принадлежит линейному комплексу. Этот ком- 
плекс образован нормалями к траекториям всех точек пространства, неиз- 
менно связанного с подвижной фигурой. | 

125. Бесконечно малое перемещение прямой можно осуществить 
вращением вокруг определенной мгновенной оси (см. введение). Эта ось 
определяется пересечением двух плоскостей, нормальных к траекториям 
любых двух точек подвижной прямой. (Следовательно через эту ось 
проходят плоскости, нормальные к траекториям всех точек подвижной 
прямой. 

126. Доказательства предоставляются читателю. Принять во внимание, 
что фокальная плоскость ортогональна касательной. 

127. Сопряженная прямая харакгеристики лежит на пересечении нор: 
мальных плоскостей к траекториям всех точек характеристики. Но эти 
нормальные плоскости должны быть ортогональны к подвижной плоско- 
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сти. Следовательно их линия пересечения будет ортогональна к харак- 
теристике. 

128. Нормали к траекториям точек пучка входят в состав линейного 
комплекса. Следовательно для доказательства можно воспользоваться 
соображениями задачи 89. 

129. Соединим прямой неподвижную точку с подвижной. Эта пря- 
мая при движении образует конус, причем траектория движущейся точки 
ортогонально пересекает его образующие. Следовательно исследуемая 
траектория лежит на сфере с центром в вершине конуса. 

130. Если кривая не плоская, то все ее касательные должны пройти 
через эту точку, что невозможно. Следовательно кривая должна быть 
плоская. 

131. См. о перемещении плоскости, помещенной во введении. 

132. Этот перпендикуляр является нормал-ю к траектории своего 
основания и к образующей линейчатой поверхности, на которую он 
опущен из фокуса. Будучи ортогонален к двум направлениям на ли- 
нейчатой поверхности (в основании), он должен быть нормалью к по- 
верхности. 

133. Это следует из самого определения характеристики (см. вве- 
дение). 

134. Основание перпендикуляра, опущенного из фокуса плоскости 
на ее характеристику. 

135. Для неподвижности прямой (без скольжения по самой себе) не- 
обходимо задать пять условий: три условия для закрепления одной из 
ее точек и два условия для фиксирования ее направления. Отбрасывая 
одно из условий, получим, что все точки будут описывать криволиней- 
ные траектории. 

136. Решается аналогично предыдущей задаче. Нужно отбросить два 
условия. 

137. Решение предоставляется читателю (см. задачу 136). 

138. Движение фигуры неизменной формы вполне определяется дви- 
жением плоскости, неизменно связанной с ней. Таким образом вопрос 
сводится к исследованию перемещения плоскости. Лля неподвижности 
плоскости очевидно достаточно закрепить одну из ее прямых (пять ус- 
ловий) и добавить еще одно условие. Следовательно шесть условий 
вполне определят положение фигуры неизменной формы. Отбрасызая 
олно из этих шести условий, получим, что все точки этой фигуры смо- 
гут перемещаться по криволинейным траекториям. 

139. Решается аналогично предыдущей задаче. Нужно отбросить два 
условия. 

140. См. задачу 124. , 

141. Рассмотрим движение фигуры неизменной формы, определенное 
четырьмя основными условиями. Каждая точка фигуры опишет при 
этом некоторую определенную поверхность в. Добавим теперь еще одно 
условие (пятое). Тогда каждая точка опишет уже кривую, лежащую на 
соответствующей поверхности с. При этом нормали к траекториям всех 
точек пространства, неизменно связанного с подвижной фигурой, обра- 
зуют линейный комплекс ®. Если изменить добавленное пятое условие, 
то изменятся и’ кривые (траектории) на поверхностях «, т. е будем 
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иметь другой линейный комплекс @ нормалей. Нормали же к поверх- 
ностям с очевидно принадлежат обоим комплексам следовательно входят 
в состав линейной конгруэнции, определяемой 8 и 9’. 

142. Решение предоставляется читателю. 

143. Для доказательства воспользоваться основными кинематическими 
свойствами сопряженных прямых. 

144. Доказывается на основании предыдущей задачи. 

145. Перпендикуляр к плоскости, пересекающий обе взаимно сопря- 
женные прямые, ортогонален к траекториям всех своих точек, в частности 
своего основания. Следовательно касательная к траектории его основания 
лежит в этой плоскости, а значит будет характеристикой этой плоскости. 

146. См. предыдущую задачу. 

147. См. задачу 146. 

148. Данная совокупность нормалей принадлежит линейному ком- 
плексу. Следовательно, если эти нормали пересекают одну из пары вза- 
имно сопряженных прямых, то они должны пересечь и другую прямую. 

149. См. задачу 94. 

150. Дадим телу бесконечно малое перемещение, и рассмотрим сово- 
купность нормалей к траекториям всех его точек. Они принадлежат 
линейному комплексу. Проведем ряд параллельных плоскостей ортого- 
нально оси комплекса. Тогда соответствующие бесконечно малые пере- 
мещения всех фокусов этих плоскостей будут слагаться из вращения во- 
круг оси комплекса и параллельного ей перемещения, что и доказывает 
требуемое. 

151. См. предыдущую задачу. 

152. Для доказательства принять во внимание, что в каждый момент 
оба аксоида имеют обшую образующую, общую центральную плоскость, 
общую центральную точку и параметр. Но можно доказать и иначе. . 

Обе поверхности имеют общую образующую — мгновенную винтовую 
ось 2. При бесконечно малом перемещении подвижной фигуры точки, лежа- 
щие на этой оси, смещаются вдоль нее. Следовательно скольжение вдоль по 
образующей доказано. Остается только убедиться в том, что оба аксоида 
касаются вдоль общей образующей #. Для этого рассмотрим точку М, 


_ движущуюся вдоль прямой 5. Абсолютное движение этой точки сла- 


гается из ее относительного движения (по отношению к твердому телу) 
н переносного движения, которым обладает подвижной аксонд. Значит 
относительная траектория точки /Л[ лежит на подвижном аксоиде, а аб- 
солютная — на неподвижном. Касательные к этим траекториям совпадают, 
так как переносное движение направлено вдоль прямой =. Следовательно 
и касательные плоскости в точках общей образущей у обоих аксоидов 
совпадают, что и доказывает теорему. 

153. Две конические поверхности, имеющие вершины в неподвижной 
точке фигуры. 

Эта задача решается на основании предыдущей, но ее нетрудно ре- 
шить и самостоятельно. Для этого нужно построить сферу с центром в 
неподвижной точке и рассмотреть движение сферических фигур, получен- 
ных от сечения этой сферой данной фигуры. Применяя к ним теорему 


о центроидах (которая легко обобщается для сфеоы), придем к искомому 
результату. | 
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154. Пусть А,, А., А., А, А; — пять точек данной подвижной фигуры, 
которые скользят по пяти данным поверхностям в;, в., сз, ву, в,. Проведем 
через эти точки нормали а, а», а, аз, а; к поверхностям в; (1—1, 9, 3, 
4, 5). Очевидно эти нормали будут нормалями к траекториям точек Д; 
((—1, 2, 3, 4, 5). Возьмем четыре нормали а, а,, аз, @. Нетрудно 
убедиться, что существуют две прямые (вещественные или мнимые), ко- 
торые пересекают все эти четыре нормали. Действительно, три из них, 
например а,, 45, а; определяют гиперболоид, а четвертая а;, пересекая 
его в двух точках, определит две образующие 2, =", проходящие через 
эти точки, и следовательно пересекающие все четыре нормали. Прямые 
#, & взаимно сопряженные. В самом деле, прямая а;, принадлежа линей- 
ному комплексу и пересекая 2, должна пересечь ее сопряженную; то же 
можно сказать и относительно а., а, а’. Следовательно обе прямые, г 
и ее сопряженная, пересекают все четыре нормали, т. е. сопряженная 
прямой = есть прямая 2". 

Обратимся теперь к задаче. 1. Для построения нормальной плоскости 
к траектории некоторой точки /М проведем через М прямую 1, пересе- 
кающую & ид’. Прямая т, пересекая обе сопряженные прямые, будет 
ортогональна к траекториям всех своих точек, следовательно лежит в 
нормальной плоскости траектории точки М. Взяв другую четверку нор- 
малей, например а/, а., а., а», и построив соответствующую пару взаимно 
сопряженных прямых 21 и 8 , опрелелим аналогично предыдущему прямую 
т’. Плоскость, проходящая через прямые т, и’, и будет искомой нор- 
мальной плоскостью к траектории точки М. 

2. Пусть кривая { своим движением образует поверхность а. Для 
построения нормали к с в некоторой ее точке Г. нужно построить две 
нормальные плоскости: одну к кривой / в ее точке [, а другую к траек- 
тории точки [. Своим пересечением они определяют нормаль к поверх- 
ности св. 

3. Пусть поверхность в, огибает поверхность Х. Обе эти поверхности 
касаются друг друга вдоль характеристики, при этом очевидно касатель- 
ные к траекториям точек характеристики касаются в,. Следовательно 
для построения точек характеристики строим нормали к поверхности ч., 
пересекающие пару. взаимно сопряженных прямых. Основания этих нор- 
малей и будут искомыми точками характеристики. 

4. Для построения мгновенной оси берем две пары взаимно сопряжен- 
ных прямых: 8, &' и 81, 2:'. Строим общий перпендикуляр к <, ©' ик 
81, &1- Прямая, ортогональная к этим двум перпендинулярам и пересе- 
кающая их, будет искомой мгновенной осью. 

156. Пусть = есть подвижная прямая, касающаяся в одной из своих 
точек А траектории этой точки. Проведем нормальную плоскость я в 
точке А. Прямая =’, сопряженная =, должна лежать в плоскости х. Сле- 
довательно плоскость тп, проведенная через 2 ортогонально 2”, опре- 
делит на 2’ свой фокус, а следовательно и точку касания ©’ к траек- 
тории. 

156. Воспользоваться соображениями предыдущей задачи. 

157. Нормали к траекториям точек подвижной прямой г принадлежат 
линейному комплексу. Пересекая эту прямую, они должны пересечь и 
сопряженную ей прямую. Опуская из точек прямой =’ перпендикуляры на 
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прямую 5, получим нормали к линейчатой поверхности вдоль образую- 
щей 8. Н конец, вспомнная основные положения проективной геометрии 
об образовании лкнейчатых поверхностей второго порядка, заключаем, 
что эти нормали лежат на гиперболическом параболоиде. 

15$. Однополостный гиперболоид. 

159. Воспользоваться основными свойствами ‚линейной конгруэнции. 

160. Гиперболический параболоид. 

161. Пусть точка М описывает поверхность в. Проведем через М 
прямую, перзсекающую о”е директрисы конгруэнции нормалей. Эта пря- 
мая и будет искомой нормалью.- 

Если директрисы не вещественны, то можно поступить иначе. Пусть 
точки А1, А., А;, А, описывают соответственно поверхности СЯ 
с» и пусть нормали в этих точках будут соответственно а, @., а., ау. 
Прямая МА, пересечет гиперболоил, определяемый нормалями а, а., ау, 
в некогорой точке С. Для построения С проводим через а, и МА, 
плоскость. Эта плоскость пересечет гиперболоид по некоторой прямой, 
пересекающей А, в искомой точке С. Проведем через С образующую 
т, и, применяя аналогичные рассуждения, построим еще одну образуло- 
щую и (используя нормали а, а., а). 

Тогда образующая гиперболоида, определяемого прямыми а; т, 
проходящая через /М, будет искомой нормалью - 


ГЛАВА [11 


162. Прямые а, 6, АВ и прямая в, определяющая траекторию точки С, 
образуют в своем, пересечении четыре треугольника. Окружности, описан- 
‚ные около этих треугольников, все пересекаются в одной точке Р. Далее, 
окружность, проходящая через эту точку Р и касающаяся прямой гв 
точке С, пересечет прямую АВ в некоторой точке О. Эта точка О и 
будет искомым центром вращения. 

168. Обозначим данный центр кривизны через А, а точку пересече- 
ния касательной в /М с прямой а — черзз В. Искомый мгновенный центр 
определи гся пересечением окружности, описанной около треугольника АВ, 
с прямой, соединяющей точку М с вершиной подвижного прямого угла. 

164. Окружность, проходящёя через точку О. 


165. Обобщенная циссоида (К!ззо!ЧаШигуе). При == получается 


обыкновенная циссонда Диоклеса. Нормаль проходит через точку пере- 
сечения перпендикуляра к середине отрезка ОР с нормалью к окруж- 
ности в точке /. 

166. См. предыдущую задачу. 

167. Спирзль Архимеда. 

168. Окружность, центр которой совпадает с общим центром данных 
конических сечений. 

169. 1. Две конгруэнтные кривые второго порядка. 

2. Две когруэнтные параболы. 

170. Неподвижная центроида — парабола с вершиной в данной. не- 

подвижной точке. Подвижная центроида — кривая третьего порядка. 
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171. Неподвижная центроида —круг с центром в данной неподвиж- 
ной точке. Подвижная центроида — прямая. 

172. Неподвижная центроида — траектория точки касания. Подвиж- 
ная центроида — кардиоида. 

173. Неподвижная центроида — данная окружность (Г), а подвижная 
центроида — круг. со вдвое большим радиусом. 

174. Треугольник ССС, подобен треугольнику, образованному пря- 
мыми 41, 4., а.. 

175. Пусть С есть центр кривизны данной кривой (рис. 392), а Р— 
полюс подэры (геометрическое место точки М). Строим мгновенный центр 
3 и нормаль /М@ подэры. Далее, проводим ОС 1 А®. На прямой 09, 
как на гипотевузе, строим прямоугольный треугольник 8ОЮ, при усло- 
вии ЭР | МО. Из точки пересе- 
чения МА и О опускаем перпен- № А 
дикуляр на /М9. Основание В этого 
перпендикуляра и будет искомым | 
центром кривизны подэры. Ил 

176. Принять во внимание, что 
лемниската Бернулли есть подэра ИХ 
равнобочной гиперболы относи- | 4 ыы 
тельно ее центра. Воспользозаться 


\ 


р: 


ее 


т №8 
предылущей задачей. Ех 

177. Циссоида есть подэра па- 
раболы с полюсом в ее вершине. м ть Г 
Воспользоваться задачей 176. и — 

178. Циклоида (удлиненная). м 

179. Кривая второго порядка. д 

180. Циклонда, подобная дан- Рис. 32. 
ной. 

181. Рассмотрим подвижной круг (Г”), равный данному кругу (Г), 
катящийся по нему без скольжения. Построим точку 5’, симметричную 
точке 5 относительно касательной к обоим кругам (в их общей точке //). 
Легко видеть, что 5’ неизменно связана с (Г), а следовательно будет 
описывать эпициклоиду (именно улитку Паскаля). Отраженные лучи будут 
ортогональны к этой эпициклоиде. Следовагельно их огибающая будет 
эволютой этой кривой. 

182. Кривая, подобная данным, или параллельная кривой, подобной 
- данным. 

183. См. задачу 41. 

184. Гипоциклонда с тремя вершинами. 

185. Замкнутая кривая четвертого порядка. — 

1386. Из середины хорды АВ восставляем перпендикуляр и строим 
нормали а и фк траекториям точек А и В. Середина отрезка, опре- 
деленного на этом перпендикуляре нормалями а и 6, будет искомым 
центром кривизны. 


'187. Обозначая дугу рулетты через 5, а соответствующую ей. дугу 
кривой (Г) через в, будем иметь 


а". АСЯ 
с 
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С 


188. Прямая. 

189. Прямая. 

190. Парабола. 

191. Окружность с центром на прямой и с радиусом, в четыре раза 
большим радиуса круга, образующего циклоиду. 

192. Эллипс, фокусы которого лежат на .данной прямой. Длина боль: 
мой оси равна длине самой эпициклоиды, а длина малой оси — длине 
ее эволюты. 

193. Гиперболический параболоил. Его направляющая плоскость ор- 
тогональна прямой, сопряженной данной. 

194. Развертывающаяся поверхность четвертого порядка и третьего 
класса. 

195. Неплоская кривая третьего порядка. 

196. Конус второго порядка. 

197. Однополостный гиперболоилд. 

198. Цилиндрическая поверхность. 

199. Поверхность второго порядка. 

200. Все касательные лежат в одной плоскости и огибают параболу, 
фокусом которой является фокус этой плоскости. 

201. Поверхность четвертого порядка с тройной прямой. 

202. Неплоская кривая пятого порядка. 

203. Неплоская кривая третьего порядка. 

204. Плоскость. 

205. Эллипсоид. 

206. Плоскость, параллельная неподвижной прямой. 

207. Сфера, центр которой лежит на линии центров трех данных 
сфер. 

208. Каждая точка прямой описывает эллипс. Центры всех этих эл. 
липсов лежат на одной прямой. 

‘209. Сферические кривые шестого порядка. Центры сфер, на кото- 
рых лежат эти кривые, образуют коническое сечение, расположенное в 
плоскости центров четырех данных сфер. 

210. Развертывающаяся поверхность четвертого порядка и третьего 
класса. 

211. Таких точек на прямой может быть, вообще говоря, только три. 
Если же их будет больше трех (например четыре), то и все остальные 
точки этой прямой обладают таким же свойством. 

1 212. Шесть точек. 

213. Четыре точки. 

214. Шесть точек. 

215. Восемь точек. 

216. Таких точек, вообще говоря, будет пять. 
217. Неплоская кривая шестого порядка. 

219. Коническая поверхность второго порядка. 
220. 1. Неплоская кривая третьего порядка. 

2. Развертывающаяся поверхность четвертого порядка. 
221. Неплоская кривая третьего порядка. 

222. Коническое сечение, проходящее через четыре данные непод- 
вижные точки. - - 
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223. Каждая плоскость пучка касается некоторой сферы. Центры 
всех этих сфер лежат на плоскости, заключающей центры четырех данных 
сфер, и образуют кривую второго порядка. 

224. Сфера, центр которой лежит на одной прямой с центрами дан- 
ных сфер. 

224а. Гиперболический °параболоид. 

225. Сферы, центры которых лежат на одной прямой с тремя дан- 
ными неподвижными точками. 

226. Неплоская кривая шестого порядка. 

227. Характеристика второй грани тоже ортогональна ребру. 

228. Построить двугранный угол, образованный нормальной плоско- 
стью к траектории точки М и нормальной плоскостью к поверхности, 
проходящей через соответствующую образующую. Воспользоваться пре- 
дыдущей задачей. 

229. Опишем около данной поверхности (пусть это будет например 
эллипсоид) цилиндр, ось которого параллельна прямой пересечения двух 
подвижных плоскостей. Сообщим этим плоскостям такое движение, чтобы 
они касались цилиндра. Тогда их линия пересечения опишет цилиндр, 
коаксиальный с ранее построенным. Рассмотрим сечения этих двух ци- 
линдров третьей плоскостью. Очевидно мы будем иметь эллипс и кон- 
центричный ему круг, описанный вершиной ортогонального подвижного 
триэдра. 

Плоскость этого круга ортогональна оси цилиндра (она проходит че- 
рез центр эллипсоида). Следовательно любая нормальная плоскость этого 
круга пройдет через центр поверхности. 

Таким образом, если построить две проходящие через вершину три- 
эдра нормальные плоскости двух кругов (соответственно двум цилиндрам), 
то они пересекутся по нормали к искомому геометрическому месту. Оче- 
видно эта нормаль пройдет через центр эллипсоида. Следовательно вер- 
шина подвижного триэдра опишет сферу, концентричную эллипсоиду. 

230. Искомое геометрическое место есть плоскость, ортогональная 
оси параболоида. Решается аналогично предыдущей задаче. 

231. Сфера, концентричная эллипсу. Решается аналогично предыду- 
щей задаче. 

232. Плоскость, ортогональная оси параболы. Решается аналогично 
предыдущей задаче. 

233. Повернем ‘поверхность вокруг данной прямой на бесконечно 
малый угол. Кривая пересечения (порядка 172?) двух смежных положений 
поверхности будет характеристикой огибающей. Вдоль этой линии обе 
поверхности (данная и ее огибающая) касаются друг друга. Следовательно 
нормали к данной поверхности, восстановленные во всех точках харак- 
теристики, пересекут ось вращения, а значит искомое геометрическое ме- 
сто будет алгебраической кривой порядка 113. 

234. Построим характеристику, соответствующую одной, прямой. Это 
будет алгебраическая кривая порядка 7?. Повернем теперь нашу поверх- 
ность вокруг второй данной прямой на бесконечно малый угол. В своем 
новом положении она пересечет характеристику в 123 точках. Следова- 
тельно возможно провести, вообще говоря, 73 нормалей, пересекающих 
две данные прямые. 


> 


ООВ 
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235. Нетрудно доказать, что нормали к данной поверхности вдоль 
линин пересечения ее с данной плоскостью образуют линейчатую алгебраи- 
ческую поверхность порядка 17. Сама же линия пересечения порядка т. 
Отсюда легко заключить, что число нормалей, лежащих в данной пло- 
скости, будет т? — т (для этого нужно рассмотреть пересечение пло- 
скости с линейчатой поверхностью нормалей). 

236. Проведем через данную. точку две произвольные прямые. Из #13 
нормалей, пересекающих эти прямые, очевидно нужно отбросить те, ко- 
торые лежат в плоскости, проходящей через эти же прямые. Таким обра- 
зем получим искомое число нормалей 


113 — тт. 


237. 1. Неплоская: кривая третьего порядка. 
2. Конус второго порядка. 

238. Развертывающаяся поверхность четвертого порядка. 

239. Поверхность третьего порядка. 

Указание. Сначала надо доказать, что у всякой прямой, неизменно 
связанной с подвижной фигурой, имеются три точки со стационарными 
соприкасающимися плоскостями к их траекториям. 

240. Поверхность третьего порядка, содержащая по крайней мере 
одну прямую. 

241. Поверхность шестого порядка. 

242. Поверхность шестого порядка, проходящая через Мнимый беско- 
нечно удаленный круг. 

243. Поверхность восьмого порядка. 

244. Поверхность пятого порядка. 

245. Траекторин точек кривой (Г) и последовательные положения 


‘етой. же кривой. 


246. Центры геодезической кривизны совпадают. 


— 
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Ден 7, 8, 10, 44, 45, 160, 164, 166, 167 
Дик 7, 27, 29, 32 
Д’Окань 132 


Ефремович 167 


Жергон 87 
Жордан 172 


Игнатьев 13 


| Кеннеди 119 
Клейн 7, 24 
Кнезер 10, 45 


Лагерр 97 

Лефшец 9, 10, 50, 75, 158 
Лигин, В. 117 

Листинг 7, _ 


Абгелз, 13 

А|ехап@ег 9, 72, 171, 173 
ДКехапагой 9, 10, 74 
Атреёге 113. 

Арре! 26 

А 45, 72, 176 
ВаНег 19 


Манхейм 112, 113, 120 

Марков 9, 19, 35, 48, 54, 58, 60, 75, 
142, 150, 158, 161, 164, 173 

Мебиус 7-28; од, 87, 106, 107, 116, 258 

Милинский 40 


Огиевецкий, И. Е. 117 


Паскаль 86, 102, 104, 105, 245 
Плюккер 102 

Понселе 82, 87, 107, 129, 242 
Понтрягин 9 

Пуанкаре 7, 72, 75, 78, 166, 172 


Риман 7 
Рожанская 10 


Савари 123 
Симсон 132 
Сомов 117 

Степанов 10 


Терквем 136 
Тице 9, 10 
Тэт 7, 12 


Успенский 13, 139 


Ферма 12 
Франкль 10, 157 


Хопф 9, 31, 34, 72, 148, 171 

Худеков 9, 17, 32, 41, 52, 12, 79, 80 
Е 

Хээгод Т, 8, 44, 45, 160 

Чеботарев 10 

Шаль 112, 113, 114, 115, 118 

Штаудт 101, 104, 106, 107, 240, 243, 269 

Штейнер, Я. 98, 99, 106, 118 


Эйлер 7, 113, 114, 115, 118, 139 


Виквой 175 

Воу 26, 32 

Виапспоп 86, 102, 104, 246 
Визе, СВ. 117 


‚Вгаскиег 26 


Сау[еу 12, 19 
Сагпоф, 118. 


-- —-—ж—ЮЫВ 
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СаисНу 112 Гариегге 97 
| СПаз$ез, М. 117, 118 Гезсне{2 9, 10, 50, 75, 158 
| Сонп-\оззеп 23, 96, 32, 78, 148 Теу! 26 
} Редекша 106 ТАзИпо 7, 45 


Певп 7, 8, 10, 44, 45, 160, 164, 166, 167 — Мапйоск 13 
о 82, 87, 103, 104, 107, 228, 259, — МаппНейп А. 118 


261, Мбыиче 87, 106, 107, 258 
реке Раппуйх 31, 34, 148, 171 
Буск 7, 27, 29, 32 Разса1 86, 102, 104, 105, 246 
Етгега 13, 19, 142 РИцсКег 102 
ЕвсНег 72 Ро1псагё 7, 72, 15, 78, 166, 172 
| ЕгайК1 10, 157 | Ропсе[е# 82, 871, 107, 242 
| ЕгапкЦи 12, 13 Ке!Чете! ег 26, 45 
| Сегроппе 87 Кеупо!4$ 12, 13 
боцгзай 26 ЕК1уа1з 132 
Соег2 45 Зайце-Газиё 13, 16, 18 
СтаЁ 26, 35, 36, 149 Эспоще 13, 15, 72, 80 
Наае 133 ЭсНоеп 16$, А. 118 
Неефаата 7, 8, 44, 45, 160 ЗеНег{ 10, 30, 36, 40, 45, 72, 73, 79, 160, 
НПБег{ 23, 26, 32, 78, 148 163, 172, 173 
НшисЬзел 13 Зитолу 26 
Нойпапп 26, 35 Эшоег 45 
Нор! 9, 31, 34, 72, 148, 171 З+4аца{& 101, 104, 106, 107, 240, 243, 269 
. НоеШпо 44, 45, 59, 60, 61 З4етег 98, 99, 106 
| Нипащег 13, 142 Зщау 13 
| уап Катреп 72 Тан 7, 12 
| Катиз 121 ТргеНа\ 10, 30, 36, 40, 73, 79, 172 
Кетре 12, 19 еше 9, 10 
| ЮЖет 7, 24 УеЫеп 9, 10, 68 
| Клезег 10, 45 \М!ефон$ 9, 10 
Коере 26. уап 4ег \Маег4еп № 
Коешо 26, 30, 34 М/топз К 113 


Кгештез 60, 172 


ПРЕДМЕТНЫЙ 


Автополярный треугольник 189 
Аксиальное направление 117 
Алгебраический комплекс 67 
Амфихейральное дерево 175 
Амфихейральный комплекс 146 
Асимптота плоской кривой 84 


Баромейское заплетение 52, 81 

Бесконечно удаленные элементы 82, 
108 

Бипирамидальное пространство 77, 173 


Вершина конуса 103 

Внешняя область относительно кривой 
2-го порядка 84 

Внутреннее преобразование 8, 66 

Внутренняя область относительно кри- 
вой 2-го порядка 84 


Гармоническая сопряженность 84 
Гипербола 84 

Гиперболическая проективность 94 
Гиперболический параболоид 105 
Гомеоморфия 7, 8 

Гомология 68, 72 

Гомотопия 8, 67, 72 

Граница 11, 67 

— поверхности 20 

— симплекса 65 

Графа 11, 14, 15, 17 

Группа Бетти 70, 74 

— гомологии 69 

— кручения 70 

— Пуанкаре (фундаментальная) 71 


Двойное отношение 89 

Двойные линии 23, 30, 33, 147, 149 

Двойные элементы 94 

Двумерное многообразие 20 

Двумерный комплекс 11, 65 

Дву-или одностороннее расположение 
24, 167, 169. 

Делитель границы 68 

Дерево 12, 15, 17, 18, 19, 139 

— амфихейральное 175 

—щ заузленное 175 

Диаметр кривой 86 

— комплекса 126 

Директриса кривой 102 

Директрисы конгрузнции 1927 

ам Хээгода 44, 57, 75, 159, 


УКАЗАТЕЛЬ. 


Замкнутая кривая (окружность) 11, 63 

Замкнузая поверхность 11, 20, 30,31, 
66, 70 

Замкнутый отрезок 109 

Замкнутая угловая область 110 

Замкнутая треугольная область 110 

Заузленное дерево 175 


Изотопия 8, 67 

Изотропные прямые 97 

Инвариант проективности 96 

Инверсионное пространство 44, 50 

Инволюция (инволюторная проектив- 
ность) 94 


Касательная плоскость 103, 104 
Касательная прямая 84, 98, 104 
Кинематическая геометрия 112 
Класс конгруэнции 116 

Клетка Е„ 65, 71 

Коллинеарное соответствие 93 
Комплекс 10, 11, 20, 30, 35, 43, 65, 66, 
— алгебраический 67 

— амфихейральный 146 

— трехмерный 43, 65 

— двумерный 11, 35 

— отрезочный 10, 30, 66 

— обратный 11, 13, 14, 79 

— прямых 116 

Конгруэнция 116 

Контур (граница поверхности) 11, 20 
Конус (коническая поверхность) 103 
Концы отрезка 109 

Конхоида Никомеда 119 
Коррелятивное соответствие 93 
Коса 48, 155 


‘Коэффициенты кручения 70, 75 


Кривая 2-го порядка 84, 99 
Круг перегиба 286 


Лежать на 108 

Лемниската Бернулли 132 

Лента (незамкиутая поверхность) 20, 91 

— Мебиуса 8, 19, 23, 24, 27, 40, 74, 79, 
147, 150, 152, 159 

Линейчатая поверхность 2-го порядка 
104 

Линейчатый ряд 104 


Мгновенная ось 114 
Мгновенный центр 113 
Метод проекций 82 


ни А, 
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Мнимые элементы 94 
Многообразие 11, 12, 20, 43, 66 
— двумерное 20 

— одномерное 12 

—щ незамкнутое 66 

— трехмерное 43, 66 


Направление описывания 109, 110 

Направляющие линейчатого ряда 104 

Незамкнутая позерхность (лента) 20, 21 

Незамкнутое трехмерное пространство 
43 

Незамкнутое многообразие (п-мерное)56 

Неорнентируемый тор 38, 39, 18, 19, 
147, 148, 166. 


Обобщенная абсцисса 99 

Обобщенные координаты 91, 92 

Образующие линейчатой поверхности 
104 


Образующие конуса 103 

Образная проективность 96 

Обратный комплекс 11, 13, 14, 79 

Одномерное многообразие 12 

Однополый гиперболоид 105 

Одно- или двустороннее расположение 
24, 167, 169 

Одноролные координаты 90, 91, 92 

Окружность (в топологии) 11, 66 

Ось коллинеации 94 

Ось комплекса 126 

— кривой 2-го порядка 86 

Ориентация клетки Е, 67 

— поверхности 22, 24, 25, 167 

Открытый отрезок 109 

Открытая угловая область 110 

Открытая треугольная область 110 

Отрезок 8 

Отрезочный комплекс 10, 30, 66 

Отрезочный путь 11, 16, 17, 18, 71 

Отношение (простое) 88 


Парабола 84 

Параболическая проективность 94 

Параллельность 108 

Пересечение 108 

Перспективность 92 

Плоская система 88 

А (в проективной геометрии) 
0 

— днаметральная 116 

— фокальная 116 

Поверхность 20 

—-Бея 32, 33, 42 

— Дика 23, 24, 42, 78, 154 

— замкнутая 11, 20, 30, 31, 66, 70 

— незамкнутая (лента) 20, 21 

— риманова 25, 35, 86, 150 

— тора 19, 21, 22, ЗТ, 40, 10, 72, 18, 152 

— шара 19, 21, 65 

Подобие рядов точек 97 

Подэра 119 

Полный четырехсторонник 85 


Полный четырехугольник 85 

Поляра 85, 103 

Полярная плоскость 103 

Полюс 85 

Порядок отрезочного комплекса 11 

— конгруэнции 116 

Принцип двойственности 87 

Проективная плоскость 32, 69, 78, 169 
72; 45 

Проективное, пространство 60, 79, 173, 


Проективность 92, 93 

Проективные свойства 83 

Пространственная система 88 

Пространство (в проективной геоме- 
трии) 108, 43, 66 

Пространство бипирамидальное 77, 178 

— инверснонное 44, 50 

— проективное 60, 79, 173, 174 

— симметричное 45, 54, 74, 158 

— риманово 44, 56, 74, 159, 170 

— фазовое 175 

Проходить через 108 

Прямая (в проективной геометрии) 108 

Прямая проективность 96 

Пучок плоскостей 88 

Пучок плоскостей 2-го порядка 103 

Пучок прямых 88 

Пучок прямых 2-го порядка 99 


Равенство рядов и пучков 97 

Разделение двух пар элементов 83 

Размерность комплекса 66 

Ранг комплекса 11, 14, 139 

Рельефная перспектива 87 

Риманова поверхность 25, 35, 36, 150 

Риманово пространство 44, 56, 74, 159, 
170 

Род отрезочного комплекса 11, 14, 15 

— поверхности 21, 25, 31 

Рулетта 121 

Ручка поверхности 29, 147, 150 

Ряд прямых 2-го порядка 103 

Ряд точек 88 

Ряд точек 2-го порядка 98 


Связка 88 

Связность поверхности 21, 25, 31 

Сечение поверхности 21, 24, 40, 173 

Симметричное пространство 45, 51, 74, 
158 

Симплекс 5, 65, 71, 80 

Система образующих 104 

Сопряженность 86 

Сопряженные прямые комплекса 126 

Спираль логарифмическая 133 

Степень графы 11 

Ступень 88 

Сфера /Т, 65, 71, 79, 159 


Теорема Дена 44, 164, 167 
— Пуанкаре 25, 142, 144, 145 
Точка (в проективной геометрии) 108 
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Трехмерное многообразие 43, 66 
Трехмерный комплекс 43, 65 


Узел 175 
`Улитка Наскаяя 119 


Фазовое пространство 175 
Фокуе 115, 102 

Формула Эйлера 25, 149 
Фундаментальная группа 71, 74 


— плоскости 129 
Характеристическая прямая 103 
— точка 98 

_ Хроматическое число 12, 19, 140 


Геометрия м, № 


Характеристика комплекса 30, 146, 152 


Центр кривой 2-го порядка 86 
— дерева 12, 18, 19 
Центроида неподвижная 114 
— подвижная 114 

Цепная линия 122 

Цикл 68, 73, 146, 171 
Циклические точки 97 


Число Бетти 70, 174, 171 


Эвольвента 118, 284 

Элемент (в проективной геометрии) 88 
— (в топологии) 65, 72 

Элементарный кусок 11, 20, 43, 65 
Эллипс 84 

Эллиптическая проективность 94 
Эпициклоида 122 
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